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Chapitre 1

Introduction

Les reseaux de neurones, fabrégude structures cellulaires artificielles, constituent une ap-
proche permettant d’aborder sous des angles nouveaux legemedbbe perception, deemoire,
d’apprentissage et de raisonnement. lls &tant aussi des alternativegdrprometteuses pour
contourner certaines des limitations des ordinateurs classiquase&leur traitement paraile
de l'information eta leurs ncanismes insgss des cellules nerveuses (neurones), iBrarft des
proprietesémergentes permettant de solutionner des probk jadis qualiéis de complexes.

Nous aborderons dans ce cours les principales architecturésekux de neurones que I'on
retrouve dans la liirature. Il ne s’agit pas de I&udier toutes, car elles sont trop hombreuses,
mais plubt d’en comprendre les@tanismes internes fondamentaux et de savoir comment et quand
les utiliser. En ce sens, nous mettrons autant I'emphase sur I'analysemagitjue de ce€seaux
que sur la facon de les utiliser dans la pratique pésoudre des probines concrets.

Nous aborderonsgalement certaines notions relatives aux ensembles flada ktgique dans
la mesure @ ces derniers sont incorges dans certaines des architecturessdeaux de neurones
gue noustudierons.

Le reste de ce chapitédabore davantage sur les objectifs poursuivis par ce cours, j@sismie
un bref historique du domaine desseaux de neurones avant de terminer par un survol de leurs
différentes applications. Le chapitre 2 introduit ensuite le ét@chati@matique du neurone arti-
ficiel et établit une notation cdrente qui sera suivie tout au long des chapitresésylEnts. Le
chapitre 3 effectue un certain nombre de rappels etbadglireaire, rappels qui seront forts utiles
tout au long de cet ouvrage lorsque n@isdierons diférentes architectures deseaux de neu-
rones. Le chapitre 4 psente quart lui la probEmatique grérale de I'apprentissage eéativant
les principalesé&gles pouvanétre utilies ainsi que les défents types d’approche. Ainsi, nous
aborderons les notions de correction d’erreur, d’apprentissage hebbiergt@dngupervi€, non-
supervig et, finalement, d’apprentissage par renforcement. Par la suiteenualisrons en&tails
différentes architectures deseau de neurones dont le perceptron multicouchésésau de Koho-
nen, le«Growing Neural Gas (GNG), certains membres de la famille déseaux ART «Adap-
tive Resonance Theosy, le «Radial Basis Function (RBF) et le «Support Vector Maching
(SVM). Nous traiterons aussi de 'algorithme di-means qui s’apparente aleseau de Koho-
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nen, ainsi que de I'analyse en composantes principales (ACP) via un apprentissage hebbien.

Ces notes de cours songriees d’'un certain nombre d’ouvrages dont les principaux sont
énunerés en annexe.

1.1 Objectifs

Le cerveau humain contient environ 100 milliards de neurones. Ces neurones vous permettent,
entre autre, de lire ce texte tout en maintenant une respirgguligre permettant d’oxyaner
votre sang, en actionnant votre ¢ ?ur qui assure une circulation efficace de ce sang pour nourrir vos
cellules, etc. lls vous permetteneme, je I'espre, de comprendre leséds que je tente de vous
transmettre !

Chacun de ces neurones est par ailleurs fort complexe. Essentiellement, il s'agit de tissu vi-
vant et de chimie. Les ggialistes des neurones biologiques (ceux qui ?uvrent en neurophysiologie)
commencena peinea comprendre quelques uns de leuecanismes internes. On croit eergral
que leurs diférentes fonctions neuronales, y compris celle de@awire, sont sto@es au niveau
des connexions (synapses) entre les neurones. C’est ce gengodé tiui a inspié la plupart
des architectures déseaux de neurones artificfetpie nous aborderons dans ce cours. L'appren-
tissage consiste alors saietablir de nouvelles connexions, saien modifier des existantes.

Ceci nous amnea poser une question fondamentale : en ce basant sur nos connaissances
actuelles, peut-on construire des ratab approximatifs de neurones et les éngapourgventuel-
lement, ealiser deséches utiles ? Eh bien, l@ponse courte estoui», méme si les@seaux que
nous allons développer ne posslent qu’unenfime fraction de la puissance du cerveau humain,
et c’est I'objectif du cours de vous montrer comment on peut y arriver sans salir son linge!

Pour ce qui est de la&éponse longue (plusethillee), elle suit dans les chapitres sedpsents.
Mais avant d’y arriver, faisons un peu d’histoire...

1.2 Histoire

De nombreux ouvrages ont permis de documenter I'histoire des rechercheseax de
neurones. En particulier, le livre intitikNeurocomputing : Foundations of Resear@dite par
John Anderson et Edward Rosenfeld est une compilation de 43 articles qui onénadumaine
sur le plan historique. Chacun d’entre eux est d'ailleuésme d’'une introduction qui permet de
situer I'article dans son contexte.

1Des tleories ecentes suggent au contraire que I'information pourréire stocke au niveau de la morphologie
des connexions (des dendrites) ; mais ceci est totalement en dehors du cadre de ce cours (ainsi que du domaine de
competence du professeur!).

2Ce cours traitant exclusivement déseaux de neurones artificiels (par oppositidnologique), nous omettrons
parfois d'ajouter le mokartificiel» a la suite de<neurone et de«réseau de neurongssachant qu'il est toujours
sous-entendu, sauf lorsque mention explicite du contraire.
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Deux ingédients sona la base de tout avancement des connaissances.deeemnt, il im-
porte de possder un nouveau concept, ou un nouveau point deayu®pos d’un sujet, qui vient
jeter une lumére B al il n’y avait qu'obscurié. Par exemple, congitbns le ¢ ?ur humair
diff érentesépoques on le congddait comme le centre dedfne ou encore comme une source
de chaleur. Quelque part au 17éde, les nedecins ont commeB@ le consiérer comme une
pompe et ont donc concu des éxignces pour tenter de comprendre son fonctionnement, ce qui
a éventuellement permis une corgpension du systme sanguin, etc. Sans le concept de pompe,
une compehension du ¢ ?ur et du sgste sanguin engyéral était simplement hors d’atteinte.

Deuxiemement, il importe aussi de pésier des outils technologiques permettant de construire
des systmes concrets. Par exemple, on connaissait Exrigs physiques permettant d’envisager
la conception d’'une bombe atomique bien avagtrd capable deealiser une telle bombe. On sa-
vait aussi matbmatiquement reconstruire des images de radiographie en coupe (tomographie) bien
avant de possler les ordinateurs et les algorithmes capables d’effectuer efficacement les calculs
requis dans un temps raisonnable.

L'histoire des eseaux de neurones est doncées travers desé@touvertes conceptuelles et
des @&veloppements technologiques surveauasverse€poques.

Brievement, les preréres recherches remonteénta fin du 19e et au&but du 20e sicle. lls
consistent en de travaux multidisciplinaires en physique, en psychologie et en neurophysiologie
par des scientifiques tels Hermann von Helmholtz, Ernst Mach et Ivan Pa\/tcatleépoque, il
s’agissait de tlories plubt gérérales sans méde mattematique pecis d’un neurone. On s’entend
pour dire que la naissance du domaine deseaux de neurones artificiels remonte auxeasn
1940 avec les travaux de Warren McCulloch et Walter Pitts qui ont ragutiavec de telsaseaux,
on pouvait, en principe, calculer n'importe quelle fonction arigtique ou logique. Vers la fin
des anges 1940, Donald HeBla ensuite prop@sune tieorie fondamentale pour I'apprentissage.
Nous y reviendrons d’ailleurd plusieurs reprises dans les chapitres suivants.

La premere application conéte des &seaux de neurones artificiels est survenue vers la fin
des anges 1950 avec I'invention d@seau ditperceptron par un génomneé Frank Rosenblatt.
Rosenblatt et ses celjues ont construit ureseau et @monté ses habil#s a reconndre des
formes. Malheureusement, il & demonté par la suite que ce perceptron simple ne pouvait
réesoudre qu’'une classe lirai de pro#me. Environ au @me moment, Bernard Widrow et Ted
Hoff ont propo€ un nouvel algorithme d’apprentissage pour éngaun Eseau adaptatif de neu-
rones lireaires, dont la structure et les capasisont similaires au perceptron. Nousdaslierons
tous les deux au chapitre 5.

Vers lafin des anges 1960, un livre pulipar Marvin Minsky et Seymour Papert est venu jeter
beaucoup d’'ombre sur le domaine déseaux de neurones. Entre autres choses, ces deux auteurs
ont demonté les limitations deséseaux é@velopges par Rosenblatt et Widrow-Hoff. Beaucoup
de gens onéte influen@&s par cette @mnonstration qu'ils ont@réralement mal intergtée. lls ont
conclua tort que le domaine deégseaux de neuronésait un cul de sac et qu'il fallait cesser de
s’y intéresser (et de financer la recherche dans ce domaine), d’autant plus gqu’on ne dispasait pas
I'époque d’ordinateurs suffisamment puissants pour effectuer des calculs complexes.

3Un canadien qui a pagsa majorié de sa caréire acadmiquea I'Universite McGill.
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A

Heureusement, certains chercheurs ont@@rmé en développant de nouvelles architectures
et de nouveaux algorithmes plus puissants. En 1972, Teuvo Kohonen et James Anderson ont
déevelop@ independamment et simultament de nouveawéseaux pouvant servir deémoires
associatives (chapitre Fgalement, Stephen Grossberg a invegtigel qu’on appelle le®seaux
auto-organiss (chapitre 9).

Dans les anees 1980, une pierre d’achoppemeagtileee par I'invention de I'algorithme de
rétropropagation des erreurs (section 5.4). Cette algorithme é&gtdase aux critiques de Minsky
et Papert formwesa la fin des anees 1960. C’est ce nouveaavdloppement, @eralement at-
tribué a David Rumelhart et James McClelland, mais augsiodvert plus ou moins enéme
temps par Paul Werbos et par Yann LeCun, qui aritiement ressuséile domaine desseaux
de neurones. Depuis ce temps, c’est un domaingowillonne constamment de nouvelleédhies,
de nouvelles structures et de nouveaux algorithmes. Dans ce cours, nous allons tenter d’en survoler
les principaux.

1.3 Applications

Les eseaux de neurones servent aujourdadoutes sortes d’applications dans divers do-
maines. Par exemple, on @wklop@ un auto-pilote pour avion, ou encore un sys¢ de gui-
dage pour automobile, on a concu des &ywts de lecture automatique deeghes bancaires et
d’adresses postales, on produit des@yss de traitement du signal pour diffntes applications
militaires, un systme pour la synt@se de la parole, deggeaux sont aussi utiis pour Btir
des systmes de vision par ordinateur, pour faire desvggions sur les maréls mortaires, pour
évaluer le risque financier ou en assurance, pouerdifits processus manufacturiers, pour le diag-
nostic nedical, pour I'exploration gtroliere ou gaare, en robotique, erélecommunication, et
j'en passe! Bref, lesaseaux de neurones ont aujourd’hui un impact c@mnaldle et, il y a fora
parier, que leur importance ira grandissant dans le futur.



Chapitre 2

Modele de neurone et eseau

Dans ce chapitre, nousgsentons le mase matlematique que nous emploierons dans les cha-
pitres suivants pourétrire, d'une part, un neurone artificiel et, d’autre part,@seau de neurones
complet, c’esta-dire un ensemble de neuroneséeglen eseau. Le maele que nous @sentons
dans ce chapitre est celui de base, com@beraucoup d’architectures. Il n’'est cependant pas uni-
versel, nous @rsenterons dans les chapitres ggjoents les diffrentes variantes au fur&mesure
gu'il sera recessaire de le faire.

2.1 Notations

Tout au long de cet ouvrage, nous tenterons d’adopter une notatioenmatibue coérente.
Les principales notations que nous adopterons spaherees ci-dessous. Il n’est paéaessaire
de tout némoriser d’un seul coup, on pourra au besoin s’y rapporter plus tard.

Concepts de base

Les scalaires seronédigres par des lettres minuscules italiques : pagk, c. ..
Un «vecteus désigne une colonne de nombres.

Les vecteurs seront réggenés par des minuscules grassebdlds) non italiques : p. ex.
a,b,c...

Une «matrice> désigne un tableau de nombres ayant un certain nombre de lignes et de
colonnes.

— Les matrices serongétiokes par des majuscules grassaso{ds) non italiques : p. exA,
B,C...

— Un «vecteur-ranges est une range d’'une matrice utilisse comme un vecteur (donc une
rangge transpase).
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Poids d’'une couche de neurones

— W¥(t) désigne la matrice des poids pour la coughdun réseau au temgs
w¥(t) désigne le vecteur correspondaria colonnej de W*(t).
— ;w*(t) désigne le vecteur-ragg correspondaiit|a lignei de W*(t).

w{.‘fj(t) désigne lelement(i, j) de W*(¢) (i désigne toujours une ligne gune colonne).

Biais d’'une couche de neurones

— b*(t) désigne le vecteur des biais pour la coughiun réseau au temps
— b¥(t) désigne [Element; deb*(t).

Stimulus d’un r éseau

— p(t) désigne un vecteur stimulusgseng a I'entrée d’'un Eseau au temgs
— p;i(t) désigne |Element; dep().

Niveaux d’activation d’'une couche de neurones

— n*(t) désigne le vecteur des niveaux d’activation pour la coucti&in réseau au temgs
— nk(t) désigne lelement; den”(t).

Sorties d'une couche de neurones

— a”(t) désigne un vecteur des sorties pour la coucl&in réseau au temps
— a¥(t) désigne lElementi dea”(t).

Cibles d’'un réseau

— d(t) désigne un vecteur cible pour les sorti€sitees d’'un éseau au temps
— d,;(t) désigne [element; ded(t).

Base d’apprentissage

— {(p1,d1), (pP2,d2), ..., (pPg,dg)} désigne un ensemble dg associations stimulus/cible
pour I'apprentissage super@is

Signaux d’erreur

— e(t) = d(t) — a(t) désigne un vecteur mesurant I'erreur entre les sorésgaes (cible) et
les sorties calcéles d’'un eseau au temps
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— ¢,(t) désigne |Element; dee(t).

Dimensions

— M désigne le nombre de couches d'@seau.

— S* désigne le nombre de neurones sur la couctain réseau.
— () déesigne le nombre d’associations pour I'apprentissage.
— R deésigne la dimension des stimulus d’&mwr

Fonctions de transfert d’'une couche de neurones
— f*(n*) = a* désigne le vecteur des sorties de la coucltelles que calc@les par la fonction
de transfertf appliqiee sur chacundeg,i =1, ..., S".
— f%(nF) = af désigne lelement; de f*(n*).
— f(n) = (%f(n) désigne la érivée partielle dg par rappor@an.

0 f(ns) 0 0

Notations diverses
— ||x|| désigne la norme du vectexr
— F(x) désigne un indice de performance (une fonction) apglisur le vecteuk.
— F(x) désigne une approximation d&x).

T . .
- VF(x) = [%% e é‘%} désigne le vecteur gradient d&x).

r (92 82 32 7
0x10T1 F 0x10xT2 Fo- 0110y
2 2 po... _2
0x2011 0x201T2 0220y ) . )
- VF(x) = désigne la matricehessienne de F'(x).
82 32 82
L Oz,0x1 F anﬁng U anawnF _

— ); désigne une valeur propre d’une matrice.
— z; désigne un vecteur propre.
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R entrées Modele du neurone

/" N/ \

__/ \ . /

a=f(w'p-b)

Fig. 2.1 —Modele d’'un neurone artificiel.

2.2 Modele d’'un neurone

Le mockle mat@matique d’'un neurone artificiel est illust la figure 2.1. Un neurone est es-
sentiellement constitud’un inegrateur qui effectue la somme pé@nek de ses erdes. Le esultat
n de cette somme est ensuite transfeenpar une fonction de transfgitjui produit la sortie: du
neurone. En suivant les notationgpenéesa la section prcedente, les? entées du neurones cor-
respondent au vectepr= [p1ps - - - pg]”, alors quew = [w; 1wy 2+ - - w1 |’ repesente le vecteur
des poids du neurone. La sortiae I'intégrateur est dorae par [equation suivante :

R
n = wy;pj — b
]Zl I (2.1)
= w1 p1+wie2ps+ -+ Wi rPR — b,
que I'on peut aus®crire sous forme matricielle :
n=w.p—b. (2.2)

Cette sortie corresporalune somme poree des poids et des ee#rs moins ce qu’on nomme le
biaisb du neurone. Leasultatn de la somme por&tée s’appelle le niveau d’activation du neurone.
Le biaisb s’appelle aussi le seuil d’activation du neurone. Lorsque le niveau d’activation atteint ou
déepasse le seull alors I'argument d¢g devient positif (ou nul). Sinon, il estégatif.

On peut faire un parale entre ce magle mati@matique et certaines informations que I'on
connait (ou que 'on croit coniitae) a propos du neurone biologique. Ce dernier pdsstrois
principales composantes : les dendrites, le corps cellulaire et I'axone (voir figure 2.2). Les den-
drites forment un maillage deécepteurs nerveux qui permettent d’acheminer vers le corps du
neurone des signawtectriques en provenance d’'autres neurones. Celui-ci agit comme egeesp
d’intégrateur en accumulant des chargkestriques. Lorsque le neurone devient suffisamment ex-
cité (lorsque la charge accundel cepasse un certain seuil), par un processastrochimique,
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dendrites . \ (
S o, N————
~ w corps =
el r
synapse

\/} | S

A

FIG. 2.2 —Sclema d’un neurone biologique.

il engendre un potentidlectrique qui se propagetravers son axohgour éventuellement ve-

nir exciter d’autres neurones. Le point de contact entre 'axone d’un neurone et le dendrite d’'un
autre neurone s’appelle le synapse. Il semble que c’est I'arrangement spatial des neurones et de
leur axone, ainsi que la quaitdes connexions synaptiques individuelles gatedmine la fonc-

tion? précise d’un éseau de neurones biologique. C’est en se basant sur ces connaissances que le
mockle matiematique écrit ci-dessus ate cfini.

Un poids d’'un neurone artificiel repsente donc I'efficadtd’'une connexion synaptique. Un
poids regatif vient inhiber une eréée, alors qu’un poids positif vient I'accentuer. Il importe de
retenir que ceci est une grosse approximation d’unéritable synapse quésulte en fait d’un pro-
cessus chimiqueéas complexe et@&endant de nombreux facteursérid¢urs encore mal connus.
Il faut bien comprendre que notre neurone artificiel est unategdragmatique qui, comme nous
le verrons plus loin, nous permettra d’accomplir diashes intressantes. La vraisemblance bio-
logique de ce magle ne nous importe peu. Ce qui compte estélsultat que ce made nous
permettra d’atteindre.

Un autre facteur limitatif dans le mete que nous nous sommes déaloncerne son carace
discret. En effet, pour pouvoir simuler ueseau de neurones, nous allons rendre le temps discret
dans nofquations. Autrement dit, nous allons supposer que tous les neurones sont synchrones,
c’esta-dire qua chaque temps ils vont simulta@ment calculer leur somme padmée et produire
une sortiei(t) = f(n(t)). Dans les@éseaux biologiques, tous les neurones sont en fait asynchrones.

Revenons dona notre modle tel que formw# par l'équation 2.2 et ajoutons la fonction d’ac-

1Un axone peugtre plus ou moins long selon le type de neurone.
°Notez bien, cependant, que deédhies &centes remettent en cause cette hy@sehMais ceci sort du cadre du
cours!
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Entrée Modele du neurone

a=f(Wp-b)
FIG. 2.3 —Repésentation matricielle du medte d’un neurone artificiel.

tivation f pour obtenir la sortie du neurone :

a=f(n)= f(w'p—b). (2.3)

En remplacantv’ par une matricdV = w’ d’une seule ligne, on obtient une formergrale que
nous adopterons tout au long de cet ouvrage :

a= f(Wp—0). (2.4)

L’ équation 2.4 nous admea introduire un scbma de notre maxe plus compact que celui
de la figure 2.1. La figure 2.3 illustre celui-ci. On y répente les? entées comme un rectangle
noir (le nombre d’entres est indigé sous le rectangle). De ce rectangle sort le vegiedmnt la
dimension matricielle est x 1. Ce vecteur est multigipar une matric8 qui contient les poids
(synaptiques) du neurones. Dans le cas d’'un neurone simple, cette matriedeplasdimension
1 x R. Le resultat de la multiplication correspond au niveau d’activation qui est ensuite c@anpar
seuilb (un scalaire) par soustraction. Finalement, la sortie du neurone esteeafiard la fonction
d’activation f. La sortie d’un neurone est toujours un scalaire.

2.3 Fonctions de transfert

Jusqua piesent, nous n'avons pasesjifie la nature de la fonction d’activation de notre rated
Il se trouve que plusieurs possib@g existent. Difrentes fonctions de transfert pouvatre uti-
lisees comme fonction d’activation du neurone seminérées au tableau 2.1. Les trois les plus
utilisées sont les fonctionsseuil> (en anglais<hard limits), «linéaires> et «sigmaddes.

Comme son nom 'indique, la fonction seuil applique un seuil sur soker@us peciement,
une entee regative ne passe pas le seulil, la fonction retourne alors la valeur O (on peutétgerpr
ce 0 comme signifiarfaux), alors qu’une enée positive ou nulle &asse le seuil, et la fonction
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TAB. 2.1 —Fonctions de transfer = f(n).

Nom de la fonction H

Relation d’entee/sortie \ Icéne\ Nom Matlab\

. a=0 sin<0 — .
seuil a=1 sin>0 e hardlim
. L =—1 si — .
seuil synetrique ¢ st < 0 —_ hardlims

a=1 sin>0 _
linéaire a=n 74 purelin
a=0 sin<0
linéaire satuze a=n sSi0<n<l1 L satlin
a=1 sin>1
a=-—1 sin< -1 _
linéaire satuge synétrique|| a=n si—1<n<1 71 satlins
a=1 sin>1 —
o, . a=0 sin<0 ,
linéaire positive a=n sin>0 _Z poslin
sigmdde 4= Tropn l logsig
tangente hyperbolique a= ZZ;?Z 75 tansig
competitive a =1 sinmaximum C compet
ke a =0 autrement P

11

retourne 1 (vrai). Utiliée dans le contexte d’un neurone, cette fonction est ilastrla figure
2.4a. On remarque alors que le biaidans I'expression de = hardlim(w’p — b) (équation 2.4)
détermine 'emplacement du seuil sur I'axé p, ol la fonction passe de®1. Nous verrons plus
loin que cette fonction permet de prendre desisions binaires.

La fonction lingaire est &s simple, elle affecte directement son ea#r sa sortie :

(2.5)

a=n.

Appliguée dans le contexte d’'un neurone, cette fonction est ilastia figure 2.4b. Dans ce cas,
la sortie du neurone correspoadon niveau d’activation dont le passagzro se produit lorsque
wlip =b.

La fonction de transfert signide est quana elle illustéea la figure 2.4c. Soéquation est
donree par :
1
a=—.
14 exp™
Elle ressemble so# la fonction seuil, soé la fonction lireaire, selon que I'on est loin ougs deh,
respectivement. La fonction seuil estdmon-liaire car il y a une discontin@iforsquew’p = b.
De son 6te, la fonction lireaire est toug fait linéaire. Elle ne comporte aucun changement de
pente. La sigmige est un compromis iatessant entre les deuxépedentes. Notons finalement,
gue la fonctiorktangente hyperboliqueest une version syatrique de la sigmide.

(2.6)
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ay

(@) (b) ©

FIG. 2.4 —Fonction de transfert : (a) du neuroneseuils ; (b) du neurone«linéaire», et (c) du
neurone«sigmades.

2.4 Architecture de réseau

Un réseau de neurones est un maillage de plusieurs neur@mesalgment organgsen couches.
Pour construire une couche deneurones, il s’agit simplement de les assembler coranzefi-
gure 2.5. LesS neurones d’une Bme couche sont tous bratshauxR entiees. On dit alors que
la couche est totalement conneet Un poidsw; ; est assoé a chacune des connexions. Nous
noterons toujours le premier indice paet le deuxéme parj (jamais l'inverse). Le premier in-
dice (range) cbsigne toujours le nuaro de neurone sur la couche, alors que le dauriindice
(colonne) spcifie le nunéro de I'entée. Ainsi,w; ; désigne le poids de la connexion qui relie
le neurone; a son entee j. L'ensemble des poids d’'une couche forme donc une maicde
dimensionS x R :

Wy Wiz - W1R
Wo1 W22 -+ W2R
W = (2.7)
| Ws1 Wsg2 -+ WsR |

Notez bien que& # R, dans le cas@reral (les nombres de neurones et d’éarsont inépendants).
Si I'on consicere que lesS neurones forment un vecteur de neurones, alors on péet tes
vecteursb = [b1by---bs|T, n = [niny---ng]? eta = [ajas---ag]’. Ceci nous amnea la
repesentation graphique simpég, illusteea la figure 2.6. On y retrouve, comngela figure
2.3, les n@mes vecteurs et matrice. La seule @iénce se situe au niveau de la taille, ou plus
préciement du nombre de raegs §), deb, n, a et W.

Finalement, pour construire uaseau, il ne suffit plus que de combiner des couches comme
a la figure 2.7. Cet exemple comporfeentées et trois couches de neurones comptant respecti-
vementS?, 5% et S neurones. Dans le cagigeral, de nouveaw§! # S? # S3. Chaque couche
pos®de sa propre matrice de poi&”*, ol k désigne l'indice de couche. Dans le contexte des vec-
teurs et des matrices relativesine couche, nous emploierons toujours un exposant @sigreer
cet indice. Ainsi, les vecteuls®, n* eta* sont aussi assaesa la couchék.

Il importe de remarquer dans cet exemple que les couches qui suivent l&premi comme
entée la sortie de la couchegiédente. Ainsi, on peut enfiler autant de couche que I'on veut,
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R entrées Couche de S neurones

/" N/ \

a=f(Wp-b)

FiG. 2.5 —Couche de5 neurones.

du moins en thorie. Nous pouvons aussi fixer un nombre quelconque de neurones sur chaque
couche. En pratique, nous verrons plus tard qu’il n’est cependant pas souhaitable d’utiliser trop de
neurones. Finalement, notez aussi que I'on peut changer de fonction de transfert d’'uneacouche
l'autre. Ainsi, toujours dans le cagrgral, f! # 2 # 3.

La dernere couche est nomge«couche de sortie Les couches qui paedent la couche de
sortie sont nommees«couches cades>. Nous verrons un peu plus tard pourquoi. Esgau de la
figure 2.7 possde donc deux couches céels et une couche de sortie.

Les eseaux multicouches sont beaucoup plus puissants queskesux simplea une seule
couche. En utilisant deux couches (une couche@aeh une couche de sortia)condition d’em-
ployer une fonction d’activation signie sur la couche caéb, on peut entfaer un Eseaua
produire une approximation de la plupart des fonctions, avec urgsn arbitraire (cela peut
cependant redarir un grand nombre de neurones sur la couche@gclsauf dans de rares cas, les
réseaux de neurones artificiels exploitent deux ou trois couches.

Entrdaner un eseau de neurones signifie modifier la valeur de ses poids et de ses biais pour
gu’il réalise la fonction enée/sortie ésiee. Nougtudierons enétails, dans des chapitres safsents,
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Entrée Couche de S neurones

a=f(Wp-b)
FIG. 2.6 —RepEsentation matricielle d’'une couche deneurones.

Entrée Couche 1 Couche 2 Couche 3

/" N/ \ 7/ \ 7/

/L / o\ / o\

a1 - fl(Wlp _ bl) aZ — fZ(WZal _ b2) a3 — _f3(W332 _ b3)

FIG. 2.7 —Repésentation matricielle d’'unaseau de trois couches.

différents algorithmes pour y parvenir dans &iéints contextes. Pour &gfier la structure du
réseau, il faut aussi choisir le nombre de couches et le nombre de neurones sur chaque couche.
Tout d’abord, rappelons que le nombre d'é&ets du @seau ), de méme que le nombre de neu-
rones sur la couche de sortie eséfpar les secifications du prol@me que I'on veutésoudre avec

ce eseau. Par exemple, si la d@&endu prol#me comporte quatre variables en éatet qu’elle

exige de produire trois variables en sortie, alors nous aurons simpldinentt et S = 3, ou

M corresponda I'indice de la couche de sortie (ainsi gu’au nombre de couches). Ensuite, la na-
ture du probdme peut aussi nous guider dans le choix des fonctions de transfert. Par exemple, si
I'on désire produire des sorties binait@su 1, alors on choisira probablement une fonction seuil
(voir tableau 2.1, page 11) pour la couche de sortie. Il reste erssaiteisir le nombre de couches
cactees ainsi que le nombre de neurones sur ces couches, et leur fonction de transfert. Il faudra
aussi fixer les diftrents paragtres de I'algorithme d’apprentissage. Mais nous y reviendrons en
temps et lieu!

Finalement, la figure 2.8 illustre le dernielement de construction que nous emploierons
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Délai
/ \
u(t) a(t)
a(0)

FiG. 2.8 —Element de retard.

pour [atir des éseaux dirécurrents. Il s’agit d’un registrea decalage qui permet d’introduire
un retard dans une do@e que I'on veut acheminer dans @seau. La sortie retagda(¢) prend
la valeur de I'enteeu au tempg — 1. Cetélement de retard psuppose que I'on peut initialiser la
sortie au tempg = 0 avec la valeun(0). Cette condition initiale est indigea la figure 2.8 par
une feche qui entre par le bas délement.

Avant de passea la cecription des architectures cortes et de leur algorithmes d’appren-
tissage, nous allons d’abord effectuer au chapitre suivant quelques rappels slorédigeaire.
En effet, comme le lecteur attentif 'aura de&jmous allons avoid manipuler beaucoup de ma-
trices et d’ojgrations matricielles tout au long de ces chapitres. La notation matricielle&peut
tres puissante, parce que compacte, ragaement obscure lorsqu’on ne laiiriae pas bien, d'o
l'importance de ces rappels.
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Chapitre 3
Algebre lineaire

Dans ce chapitre, nous faisons plusieurs rappels essentielsarealgéaire. Au chapitre
précedent, nous avons vu que les @als et les sorties d’'ureseau de neurones, ainsi que les
rangees de ses matrices de poids forment des vecteurs. Il est donc important de bien comprendre
ce qu’est un espace vectoriel etudiant ses principales prop#s. Ensuite, nous aborderons des
outils algebriques de base tels les transformationsdires, les changements de base ainsi que les
valeurs et vecteurs propres. Ces outils serviront par la suite tout au long des chapiteesisotss

3.1 Definition d’un espace vectoriel

Lorsque nous &finissons un vectewr = [z, - - - 2,7, nous faisons habituellemeréference
a un espace euclidien dedimensions, que nous notois. Cependant, la notion d’espace vecto-
riel est beaucoup plus vaste que ce dernier qui neesgmte qu’un cas particulier.

Définition. Un espace vectoridinéaire X’ est un ensemble élements (de vecteursgtini sur
un champ scalair&, et respectant les progtes suivantes :

1. pos&de un oprateur d’addition tel que :

(@) x,y € X impliquex +y € X;

(b) x +y =y + x; (commutativié)

(©) (x+y)+z=x+(y+2z); (associativié)

(d) 30 € X tel quex + 0 = x,Vx € X'; (Element neutre)

(e) vx € X, 3-x tel quex + (-x) = 0; (élement inverse)
2. posgde un oprateur de multiplication tel que :

(@) a € Fetx € X impliqueax € X';

(b) Vx € X etle scalaird, 1x = x; (element neutre)

17
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(@) (b) (©)

Fic. 3.1 —Différents sous-ensembles$i#: (a) région rectangulaire ; (b) droite ; (c) plan.

(C) Va,b € Fetvx € X, a(bx) = (ab)x ; (associativié)
(d) (a+ b)x = ax + bx; (distributivité)

(e) a(x+y) = ax + ay ; (distributivite)

Il est facile de @montrer que ces progtes sont respeges poufR” et, par congsquenti?.
On peut cependant se poser la questigropos de certains sous-ensemble&tiePar exemple,
consicérons la egion rectangulaire illuste a la figure 3.1a. Ce sous-ensembleftten’est pas
un espace vectoriel car, entre autres, la pa#pria n'est pas respést. En effet, si 'on prend
deux vecteurs l'intérieur du rectangle et qu’on les additionne, il se peut quédaltat sorte du
rectangle. Par contre, on peut montrer (et ceci estdaiss exercice) que la droite infinie illustr
a la figure 3.1b respecte toutes les pregs énunerees ci-dessus et, par céagsient, éfini un
espace vectoriel. Notez bien, cependant, que cette droite se doit de passer par I'origine, sinon la
propriete 1d ne serait pas respeet

Un autre exemple d’un espace vectoriel est I'enser®Bldes polydmes de de@ 2 ou moins.
Par exemple, deuglements de cet espace sont :

X = 3+2t+1t% (3.1)
y = 5—t. (3.2)

Cet ensemble respecte les 10 préfs d’'un espace vectoriel. En effet, si I'on additionne deux
polyndmes de de@r2 ou moins, on obtient un autre pofymne de ded 2 ou moins. On peut aussi
multiplier un polyrome par un scalaire sans changer I'ordre de celui-ci, etc. En notation vectorielle,
on peut donc reg@senter les deux polgmes de I'exemple pat = [32 17 ety = [5 -1 0]7.

Mentionnons qu’on peut aussi former des espaces vectoriels avec des ensembles de fonctions
plus ¢erérales que des polpmes. Il importe seulement de respecter les 10 petgmifondamen-
tales d’'un espace vectoriel! Si nous prenons la peine deigar cette efinition formelle, c’est
parce que laésolution d’'un prol#me avec unéseau de neurones requiert toujours de pouvoir
representer ce probmea l'aide d’un espace vectoriel. C’est donc une notion &ofatit fondamen-
talea ce sujet cBtude.
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3.1.1 Dependance licaire

Soient lesn vecteurs{x;, xs, ...,x,}. Alors ces vecteurs sont Bairement @pendants s'il
existen scalairesiy, as, . . ., a, tels qu’au moins un d’eux est non nul et que :
1X1 + aoXg + + -+ + Xy, = 0. (33)

Et réciproquement, si;x; + a1x; + - -+ + a;x; = 0 implique quevi, a; = 0, alors les vecteurs
sont (lirtairement) indpendants.

Par exemple, les vecteurs suivants :
1 1
X1 = —1 , X9 = 1 (34)
—1 -1

sont lintairement inépendants car g x; + a»x2 = 0, alors :

aq + a9 0
-a1 + a9 = 0 R (35)
-1 — a9 0

eta; + a; = 0 implique quea; = —as, et —a; + ao = 0 implique a; = as. Ainsi, il faut que

a, = as = 0.

Par contre, les pol\dmesp, = 1+t + t2, po = 2 + 2t + t? etps = 1 + t sont lineairement
dépendants puisquep; + asps + azpsz = 0 poura; = 1, a, = —1 etaz = 1.

3.1.2 Bases et dimensions

La dimension d’'un espace vectoriel egtemiree par le nombre minimum de vecteurs de
base requis pour couvrir I'espace vectoriel en entier. On dit d’'un ensemble de Vactewy, . . ., u, }
gu'’il couvre un espace vectoridf si et seulement si tous lese€ X’ de cet espace peuvegire
exprimés comme une combinaisonéiaire des vecteurs de base :

X = ajuy + asUy + - - + a,u,. (3.6)

Par exemple, dariR?, nous avons I'habitude de travailler avec les vecteurs debase[1 0] et

uy, = [0 1], mais ce n’est pas la seule possibiliun autre choix seraj0.5 0.5] et [—0.5 0.5] ou

encore[2 0] et [0 2]. La seule chose qui importe est que les vecteurs de base so&aitdiment
independants.

Pour notre espace? des polyidmes de de@ 2 ou moins, on peut choisir autdnt ¢, t*} que
{1,1+4¢,1+t+¢*}, par exemple.
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3.1.3 Produit scalaire

Le produit scalaire entre deux vectenrgty, que nous noteronsx, y>, est une opration
tres importante pour leseaux de neurones. N'importe quelle fonction scalaire prenant deux
vecteurs comme argument et respectant les trois @@prsuivantes peut sendrefinir un produit
scalaire :

1 <x,y> =<y, x>;
2. <x, (ayy + by2)> = a<x,y1> + b<x,y2>;
3. <x,x> > 0, avec<x, x> = 0 uniquement pouk = 0;

La premere propréte sgecifie qu’un produit scalaire dditre synétrique. La deuxdme pécise que
le produit d’un vecteur par une combinaisorélfiire de deux vecteurs égjalea la combinaison
linéaire des produits scalaires. Finalement, la teong prop@té restreint le produit scalaire d’'un
vecteur avec lui-rame aux valeurs positives, sauf pour le vecteur nul qui doit dorérer z

Le produit scalaire habituellement utdisurk™ est cfini par :

<X, y> = xTy =x1y1 + ToYs + - + TpYn- (3.7)

3.1.4 Norme

La norme d’un vecteur est une mesure de longueur. La fonction scgtdirs’appelle une
norme si elle satisfait aux quatre prdgés suivantes :

1. ||| = 0;
2. ||x|| = 0 si, et seulement sk = 0;

3. |[ax|| = |a] ||x]|;
4. |x+yll < |x]| +[lyll;

La premere propréte sgecifie qu'une norme est toujours positive ou nulle. La deme pecise
gu’elle n’est nulle que pour le vecteur nul. La tr@isie impose que la norme d’un vecteur mulépli
par un scalaire soit (lmairement) proportionnell@ ce scalaire. Finalement, la de¥re proprete
impose que la norme d’'une somme de deux vecteurs s@tigufre ouégalea la somme des
normes.

La norme la plus souvent utiée, nomndel,, est cfinie par||x|| = /<x,x>, ce qui dans
un espace euclidieR™ correspona la norme euclienne habituelle :

x|l = /2% + 23 + - + a2 (3.8)

Beaucoup d’autres normes sont possibles telle que, par exefsples |z1| + |z + -+ - + |x,].
Cette derrgre s’appelle normg (on dit ausskcity blocks ou encoresmanhattan). Dans le cas
géreral, il existe les normes ditéstelles que :

1] = §/ler]? + |zalp + - + |2al, (3.9)
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oup > 1. Dans le caswp — oo, on obtient la normé,, suivante :
||| = max |z, (3.10)

Ceci nous indique que plysdevient grand, plus on attache de I'importance aux grandes compo-
santes d&. A la limite, on ne tient compte que de la plus grande composante du vecteur.

Finalement, mentionnons qu'’il importe parfois deormalises nos vecteurs en les divisant
par leur norme :

On obtient alors un vecteur qui pointe dans lame direction qu’auparavant mais dont la norme
est unitaire.

X

= 1. (3.11)

1|

Les concepts de produit scalaire et de norme permettent aussi d’introduire la notion é’angle
entre deux vecteurs ety via la fameuse loi des cosinus :

<x,y> = |[x[[|[y[| cos 6. (3.12)

3.1.5 Orthogonalite

Deux vecteurs ety sont dits orthogonaux si leur produit scalaitg, y> est nul § = 90°).

Un vecteurx € X est aussi dit orthogonal un sous-espacé’ C X’ lorsqu’il est orthogonal
avec tous les vecteuss de ce sous-espace. Par exemple, un plan @#am&finit un sous-espace
de dimension 2 pour lequel il existe un vecteur perpendiculaire (orthogacalplan (voir figure
3.1c).

Parfois, il importe de convertir un ensembledeecteurs inépendantgx;, xs,...,x,} en
n vecteurs orthogonaugv,, vo, ..., v, }. On peut effectuer cette émtion avec la @thode de
Gram-Schmidt. Le premier vecteur orthogonal petre quelconque, nous choisissons donc le
premier vecteur ingpendant :
Vi = Xj. (313)

Pour le second vecteur orthogonal, on utiise mais apeés avoir soustrait de,, la portion du
vecteur qui est dans la direction de On obtient :

Vo = X9 — avy, (3.14)

ou a est choisi de magrea ce quev, soit orthogonahv,. Ceci implique que :

<V, V> = <V, (Xg — avy)> = <vy,Xp> —a<vy,vi> =0 (3.15)
et: - -
Vi, X
o= 12 (3.16)
<Vi,Vi>

Ainsi, pour trouver la composante dg dans la direction de, c’esta-dire avy, il s'agit de
calculer le produit scalaire entre les deux vecteurs. Ceci s’appegilejlecteurde x, surv; (voir
figure 3.2). Si I'on continue ce processuskfé"€vecteur orthogonal est obtenu par I'expression :
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FiG. 3.2 —lllustration de la néthode de transformation orthogonale Gram-Schmidt.

k—1

Vi = X — Z le (3.17)

-1 <Vi,Vi>

3.2 Transformations lineéaires

Une transformation li@aire. A est une application d’un espace vectorilvers un espace
vectoriel) telle que :
1. vxl,Xg € X, A(Xl + Xg) = A(Xl) =+ A(Xg) ;
2. Vx € X,a € R, A(ax) = a A(x).
La premere propréete sgecifie que la transforée d’'une somme de vecteurs deite égalea la
somme des transfor®@es, pour qu’elle soit liaire. La deuxime prop@te piecise que la trans-
formée d'un vecteur auquel on a applégun facteur cBchelle doit aussétre égalea ce facteur

applique sur la transfori@e du vecteur original. Si I'une ou I'autre de ces deux p&ipsin’est pas
respecte, la transformation n’est paséiaire.

3.2.1 Repgsentations matricielles

Nous allons maintenant montrer que toute transformaticealne peugtre repesengée par
une matrice. Soienfv, vo, ..., v, } les vecteurs de base patiret {u;, uy, ..., u,} ceux dey.
Avec ces bases, nous pouvons Bsgmter n'importe quels vecteuxsc X ety € ) avec les
combinaisons ligaires suivantes :

x =Y z;v;ety => yu,. (3.18)
j=1

=1
Soit la transformation ligaire.A qui appliqueX’ sur) (A : X — ). Donc :

Ax) =y, (3.19)
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gue I'on peut e-ecrire de la facon suivante :

./4 Z TV = Z y;a;. (320)
j=1 i=1
Mais puisqueA est un oprateur liraire, on peut aussacrire :
>z A(vy) =)y (3.21)
j=1 i=1

En consi@rant maintenant que les vecteutév;) sont deléments dé/, on peut les&-écrire en
tant qu’une combinaison leaire de ses vecteurs de base :

Alv)) =D aiju;, (3.22)
i=1

et en substituant&quation 3.22 dansdguation 3.21, on obtient :

n

T Z A0 = Z Y; ;. (323)
1 =1

j= i=1

En inversant I'ordre des sommations, on péecitre :
iui Zn:@ijflfj =2y, (3.24)
et en Barrangeant cette deemeéquation, on produit legsultat :
i u; (Zn: ;T — yi) =0. (3.25)
i=1 j=1

Finalement, en se rappelant que les vecteurs deldhakeventétre incependants, on peut conclure
que leurs coefficients doivent f@amentétre nuls, donc :

Zaijxj = Y- (326)
j=1

Ce qui correspond au produit de matrice :

ai; Qi - Qip T n
Q21 Q22 --° Q2n X2 X2

= .| (3.27)
Am1 Am2 **° Amp T, Ym

qgue I'on peut noteAx =y.

Autrement dit, toute transformation &aire peugtre decrite par une matricA qu’il s’agit
de multiplier avec le vecteur que I'on veut transformer, pour obtenir le vecésuitant de la
transformation.
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A
AV2 -sin O
V2=“2: - cos 6 Av1
9 z
we
.......... - >

1=M :

(a) (b)

FiGc. 3.3 —Transformation de rotation : (a) rotation du vectexr (b) rotation des vecteurs de base
vy etvy.

Comme exemple de transformationdaire, consiérons la rotation qui consiséefaire tourner
un vecteur autour de I'origine. Pour simplifier, utilisoAs = ) = R? et travaillons avec les
vecteurs de base habituels, c’astlire ceux du plan casien illustésa la figure 3.3a. La clef
ici est de transformer chaque vecteur de base commaefigure 3.3b. Ceci s’accomplit agea
I’ équation 3.20 :

A(Vl) = COS(Q)Vl + Sin(e)VQ = a;1vy + a921Va, (328)
A(vy) = —sin(0)vy + cos(0)ve = ajavy + agvo. (3.29)
Ce qui nous donne les deux colonnes d’'une matrice de rotAtidansh? :

l cosf —sinb 1

sinf cos6 (3.30)

3.2.2 Changement de base

Il est important de noter que la r&ggentation matricielle d’'une transformationéaire n’est
pas unique car ellegbend des vecteurs de base. Dans cette sous-section, nous allons examiner ce
gu’il advient d’'une transformation lorsqu’on effectue un changement de base.

Soit la transformation li@aire A : X — ) et 'ensemble{vy, v, ..., v, } des vecteurs de
base det, et{u;, uy, ..., u,,} ceux de). Par conéquent :
Ax =y Vx e X. (3.31)

Supposons maintenant que I'on veuille changer de basePa@ir). Soient{t,,t,,...,t,}
et{wy,ws,...,w,} les nouveaux ensembles de vecteurs de base. Avec ces bases, nous aurons
Ax' =y V% € X,oux = Bx',y = By, B; = [tit2---t,] et B, = [wywy---w,,]. En
substituant cessultats dansé&quation 3.31, on obtient I'expression suivante :

AB;x' = B,y (3.32)
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puis en multipliant de part et d’autre pBr' :
(B,'AB,)x' =/, (3.33)
ce qui implique que\’ = B_,' AB,.

On doit retenir gu’en changeant de base pouras@nter nos vecteurs, nous changerons aussi
la repésentation matricielle de nos transformations.é&suiitat sera le Bme car les deux transfor-
mations sont similaires. Seule la répentation change (les colonnes de nombres).dhtd’'un
changement de base est que certaineesgmtations sont plus facilasinterpéter que d’autres,
comme nous le verrons plus loin.

3.2.3 Valeurs et vecteurs propres

Nous terminons ce chapitre en abordant une autre notion fondamentale pour I'analyse des
transformations lieaires en grérale, et desaseaux de neurones en particulier : les valeurs et
vecteurs propres.

Soit la transformation lieaire A : X — X (ici le domaine et I'image de la transformation
sont les némes). Alors, les vecteugse X et les scalaires satisfaisana la relation :

A(z) = Mz (3.34)

sont dits«vecteurs propres(z) et «valeurs propres (\), respectivement. Cettefinition sgecifie
gu’un vecteur propre d’'une transformation déerrepésente une direction dans laquelle tous les
vecteurs pointant dans cette direction continueégmbinter dans la @me direction ags la trans-
formation, mais avec un facteurathelle) correspondara la valeur propre ass@s. Notez bien
gue cette interg@tation n’est valide que lorsque les valeurs propres smiiers et que les vecteurs
propres existent ce qui n’est pas toujours le cas.

En posant un certain ensemble de vecteur de base, on peut reforragleation 3.34 sous sa
forme matricielle :
Az = )z (3.35)

ou d’une margreéquivalente :
(A—X)z=0 (3.36)

ou I repiesente la matrice idengit Cette dermireéquation impligue que les colonnes Ae— A1
sont cependantes et, par catpient, que sonaderminant est nul :

A — M| =0 (3.37)

Ce ceterminant est un polyime de dedgrn pos€dant exactementracines, dont certaines peuvent
étre complexes et d’autregpétées.

Sil'on reprend notre exemple de la transformation de rotation :

(3.38)

sinf cos0

A [cos@ —sm@]
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On peut e-€crire I'équation 3.36 de la facon suivante :

cos — A —sinf
sin 6 cosf—\ |~ 0, (3.39)
ce qui donne le polydme suivant :
A —2Xcosf + (cos? 0 +sin?f) = A2 —2\cosf +1 =0, (3.40)

dont les racines; = cosf + jsinf et A\, = cosf — jsin f sont complexes. Ainsi, puisque qu'il
n'y a pas de valeur propr&elle (sauf pouf = 0° ou encored = 180°), cela implique que tout
vecteur eel transform@ pointera dans une nouvelle direction (ce qui est 'effet reclagoour une
rotation!).

Lorsqu’une matriceA de dimensiom x n engendre: valeurs propres distinctes, alors il est
possible d’engendrervecteurs propres irfgbendants qui corresponde@nin ensemble de vecteurs
de base pour la transformation gAerepiesente. Dans ce cas, on peut diagonaliser la matrice de
la transformation en effectuant un changement de base. Plus formellenf@nt, @z, - - - z,,], la
matrice des: vecteurs propres, alors :

A O 0
) 0 X -+ 0
0 0 - M\,
ou {1, A2, ..., A\, } sontles valeurs propres dé Ce €sultat @coule directement de l&finition

des vecteurs et valeurs propres daliation 3.35 :

A0 0
0 N --- 0

AB=B| . =~ | (3.42)
0 0 An

Il nous sera s utile dans les chapitrasvenir, lorsque nous analyserons la performance de divers
algorithmes d’apprentissage pour léseaux de neurones.



Chapitre 4

Processus d’apprentissage

Parmi les propBtés esirables pour ureiseau de neurones, la plus fondamentalelgshsent
la capacié d’apprendre de son environnement, dédiorer sa performanca travers un processus
d’apprentissage. Mais qu’est-ce donc que l'apprentissage ? Malheureusement, il n’existe pas de
déefinition gerérale, universellement accépt car ce concept toucketrop de notions distinctes
qui dependent du point de vue que I'on adopte.

Dans le contexte degseaux de neurones artificiels, nous adopterons un point de vue pragma-
tique en proposant lagfinition suivante :

L'apprentissage est un processus dynamiquecediif permettant de modifier les
paranmetres d’'un Eseau en &action avec les stimuli qu’il recoit de son environne-
ment. Le type d’apprentissage e&termiré par la manere dont les changements de
paranmetre surviennent.

Cette cfinition implique qu’un éseau se doit tre stimué par un environnement, qu'’il subisse
des changements e@action avec cette stimulation, et que ceux-ci provoquent dans le futur une
réponse nouvelle via-vis de I'environnement. Ainsi, l&seau peut s’aéliorer avec le temps.

Dans la plupart des architectures que netuslierons, I'apprentissage se traduit par une mo-
dification de l'efficacié synaptique, c’esi-dire par un changement dans la valeur des poids qui
relient les neurones d’'une couchéautre. Soit le poids; ; reliant le neurone a son entee;. Au
tempst, un changemenhw; ;(¢) de poids peut s’exprimer simplement de la fagon suivante :

Awi’j(t) = wi’j(t + 1) — wi’j(t), (41)

et, par consquentuw; ;(t+ 1) = w; ;(t) + Aw; ;(t), avecw; ;(t + 1) etw;, ;(t) repesentant respec-
tivement les nouvelle et ancienne valeurs du paigds

Un ensemble deegles bien éfinies permettant decaliser un tel processus d’adaptation des
poids constitue ce qu’on appelle I'algorithhriapprentissage dieseau.

1Le mot«algorithme> provient du nom de famille d’un maématicien perse nomenMohammed Al-Khwarizmi
qui a \ecu au @ secle de notrére. C'est celui-ci que I'on attribue I'invention detgles pasx-pas pour I'addition, la
soustraction, la multiplication ainsi que la division de nombkasmaux. En latin, son nom fut traduit par Algorismus,
qui par la suite se transforma en algorithme.

27
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Dans la suite de ce chapitre, nous allons passer en revieetifé types desgles ainsi que
différents principes pouvant guider I'apprentissage daseau de neurone.

4.1 Par correction d’erreur

La premere ©egle que I'on peut utiliser est fokd sur la correction de I'erreur obséeven
sortie. Soita;(t) la sortie que I'on obtient pour le neuron@u tempg. Cette sortie &sulte d’un
stimulusp(t) que I'on applique aux erées du @seau dont un des neurones correspond au neurone
i. Soitd;(t) la sortie que I'on ésire obtenir pour ce @me neuroné au tempst. Alors, a;(t) et
d;(t) seront @reralement diférents et il est naturel de calculer I'erreyft) entre ce qu’on obtient
et ce qu’on voudrait obtenir :

ei(t) = di(t) — ai(t), (4.2)

et de chercher un moyen deduire autant que possible cette erreur. Sous forme vectorielle, on
obtient :
e(t) = d(t) —a(t), (4.3)

avece(t) = [ei(t)ea(t) - --e;i(t) - - - es(t)] qui designe le vecteur des erreurs obgew sur lesy
neurones de sortie d@seau. L'apprentissage par correction des erreurs coasieteimiser un
indice de performancé’ bas® sur les signaux d’erreur;(t), dans le but de faire converger les
sorties du@seau avec ce qu’on voudrait qu’elles soient. Ureceites populaire est la somme des
erreurs quadratiques :

Fle(t) = Y. (1) = e(t)e(t). (4.4)

Maintenant, il importe de remarquer que les pagtes libres d’'un &seau sont ses poids.
Prenons I'ensemble de ces poids et assemblons les sous la forme d'un ve@iean temps.
Pour minimiserF'(e(t)) = F(w(t)) = F(t), nous allons commencer par choisir des poids initiaux
(t = 0) au hasard, puis nous allons modifier ces poids de laérnasuivante :

w(t+ 1) =w(t) + nx(t), (4.5)

ou le vecteurx(t) désigne la direction dans laquelle nous allons chercher le minimunegtune
constante positiveaterminant I'amplitude du pas dans cette direction (la vitesse d’apprentissage).
L'objectif est de faire en sorte qué(t + 1) < F'(t). Mais comment peut-on choisir la directian
pour que la condition @oedente soit respet ? Considrons la érie de Taylor de 1er ordre autour
dew(t) :

F(t+1)=F(@t)+VF@t) Aw(t), (4.6)

ou V F'(t) désigne le gradient d& par rapport: ses para#gtres libres (les poide) au tempg, et
Aw(t) = w(t + 1) — w(t). Or, pour queF'(t + 1) < F(t), il faut que la condition suivante soit
respecte :

VFEt)TAw(t) = nVF(t)"x(t) < 0. (4.7)

N’'importe quel vecteux(t) qui respecte I'iegali€ de Iequation 4.7 pointe donc dans une di-
rection qui diminueF'. On parle alors d’'une direction dedescente. Pour obtenir une descente
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)

A w(t)

>
W1

FIG. 4.1 —Trajectoire de la descente du gradient.

maximum,étant donien > 0, il faut que le vecteux(t) pointe dans le sens oppau gradient
car c’est dans ce cas que le produit scalaire sera minimum :

x(t) = =VF(t) (4.8)
Ce qui engendre laegle dite de<descente du gradient
Aw(t) = —nVF(t) (4.9

illustreea la figure 4.1. Dans I'espace des poids, cette figure montre les courbes de nivau de
repesenges par des ellipses hypétiques. La #che en pointiés montre la direction optimale
pour atteindre le minimum dg'. La fleche pleine montre la direction du gradient qui est perpen-
diculairea la courbe de niveau en(t).

L'expression exacte du gradierégend de la fonction d’activation utiée pour les neurones.
Nous reviendrons enédails sur la rathode de la descente du gradient au chapitre 5, lorsque nous
traiterons du perceptron multicouche.

La regle de la correction des erreurs est W#figpour beaucoup déseaux de neurones artifi-
ciels, bien gu’elle ne soit pas plausible biologiguement. En effet, comment le cerveau pourrait-il
connatre a priori les sorties qu'il doit produire ? Cettegie ne peugtre utili€e que dans un
contexte d’'apprentissage supeéviir lequel nous reviendrons biént

4.2 Parlaregle de Hebb

Dans cette section nous abordons udgle qui s'inspire des travaux du neurophysiologiste
Donald Hebb :

«When an axon of cell A is near enough to excite a cell B and repeatedly or per-
sistently takes part in firing it, some growth process or metabolic changes take place
in one or both cells such that A’s efficiency as one of the cells firing B, is increased.
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Dans un contexte neurobiologique, Hebb chercaaiiablir une forme d’apprentissage associatif
au niveau cellulaire. Dans le contexte desaaux artificiels, on peut reformulegfion@& de Hebb
sous la forme d’'uneggle d’apprentissage en deux parties :

1. Si deux neurones de part et d’autre d’'un synapse (connexion) sorésasiimulta@ment
(d’'une manére synchrone), alors la force de ce synapseatmtaugmerse ;

2. Siles némes deux neurones sont aétwd’une marre asynchrone, alors le synapse corres-
pondant doi&tre affaibli ou camentéliminé.

Un tel synapse est ditsynapse hebbien Il utilise un mécanisme interactif,&pbendant du temps et
de I'espace, pour augmenter I'effic@&gynaptique d’'une magrie proportionnell@ la corélation
des activiés pe- et post-synaptiques. De cetifidition ressort les propgtes suivantes :

1. Dépendance temporelldes modifications d’'un synapse hebbieapdndent du moment
exact des activiis pe- et post-synaptiques;

2. Dépendance spatialétant done la nature rame du synapse qui constitue un lieu de trans-
mission d’information, I'apprentissage hebbien se doit de guessune contigité spatiale.
C’est cette propéte qui, entre autres, permet I'apprentissage dit non-suggesus lequel
nous reviendrons biedi;

3. Interaction L'apprentissage hebbieredend d’'une interaction entre les actégtde part et
d’autre du synapse.

4. Conjonction ou corelation Une interpétation de l[enon& de Hebb est que la condition per-
mettant un changement dans I'efficéci#tynaptique est une conjonction des ad@wipgé et
post-synaptiques. C’est la co-occurrence des agsivde part et d’autre du synapse qui en-
gendre une modification de celui-ci. Une intération plus statistiquéferea la corgélation
de ces activiés. Deux activiés positives simultaes (corelation positive) engendrent une
augmentation de I'effica@tsynaptique, alors que I'absence d’'une telle@ation engendre
une baisse de cette efficait

Mathématiquement, on peut exprimer kegte de Hebb sous sa forme la plus simple par la
formule suivante :
Aw;(t — 1) = np;(t)a(t), (4.10)

ou 7 est une constante positive quétdrmine la vitesse de I'apprentissagg(t) corresponca
l'activité pre-synaptique (I'enée j du neurone) au temps eta(t) a I'activite post-synaptique
(sortie du neuronex ce néme tempg. Cette formule fait ressortir explicitement la oglation
entre le signal qui entre et celui qui sort. Sous une forme vectoriellecoin:

Aw(t — 1) = np(t)a(t). (4.11)

Un probkeme imnédiat avec laggle de lequation 4.11 est que les changements de pbidg¢)
peuvent crére de facon exponentielle si, par exemple, I'éptet la sortie demeurent constantes
dans le temps. Pour palli@rcette croissance exponentielle qui provoquerait invariablement une
saturation du poids, on ajoute parfois un facteur d’oubli qui retranche de la variation de poids, une
fractiona du poids actuel. On obtient ainsi :

Aw;(t —1) = np;(t)a(t) — aw;(t — 1), (4.12)
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ou 0 < o < 1 est une nouvelle constante. Sous forme vectoriell&ait :

Aw(t — 1) = np(t)a(t) — aw(t — 1). (4.13)

La regle de Hebb avec oubBnon&ea I'equation 4.13, contourne efficacement le peoid
des poids qui croissent (owdroissent) sans limite. Supposons gue) = a(t) = 1 et que nous
ayons atteint leégime permanentioAw; = 0. Alors, la valeur maximale;*** que peut atteindre
le poidsw;(t) est donge par :

max

|
—~
[S—Y

—a)w; 4+ (4.14)

(4.15)

Q.\d

Mais cette égle ne esout pas tous les prashesA cause du terme d’oubli, il est primordial
gue les stimuli soientépétes egulierement, sinon les associations apprisécga la regle de
I’ équation 4.13 sero@ventuellement perdues car cogteiment oubées. Une autre variante de la
regle de Hebb s’exprime donc de la mama suivante :

Aw;(t — 1) = np;(t)a(t) — aa(t)w;(t — 1). (4.16)

Et si I'on fixe o = n pour simplifier (on pose un rythme d’apprentisségelea celui de I'oubli),
on obtient la egle dite«instar :

Ay (t — 1) = na(t) [p;(t) — w;(t — 1)), (4.17)
gue I'on peut e-€crire sous sa forme vectorielle de la fagon suivante :

Aw(t —1) = na(t) [p(t) — w(t - 1)]. (4.18)
Une fagon d’aborder cettégle, est de regarder ce qui se passe lorsgte= 1 :

w(t) = w(t—1)+n[p(t) —w(t—1)] (4.19)
= (1—n)w(t—1)+np(d). (4.20)

Alors, on constate qu’en psence d’'une actidtpost-synaptique positive, le vecteur de poids est
dépla& dans la direction du vecteur d’eép(t), le long du segment qui relie I'ancien vecteur de
poids avec le vecteur d’erge, tel qu'illusté a la figure 4.2. Lorsque = 0, le nouveau vecteur de
poids esgégala I'ancien (aucun changement). Lorsque: 1, le nouveau vecteur de poids ésfal

au vecteur d’enfre. Finalement, lorsque= 2, le nouveau vecteur eatmi-chemin entre I'ancien

2
vecteur de poids et le vecteur d’ezgx.

Une propréete particulerement inkressante de lagle instar est qu’avec des eé#s norma-
lisees, suite au processus d’'apprentissage, les poicisnvergeroneégalement vers des vecteurs
normali€s. Mais nous y reviendrons lorsque nous traiterongedeaucinstar.
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FIG. 4.2 —Repgsentation graphique de l&gle«instars lors d’une activié post-synaptique posi-
tive.

4.3 Compxetitif

L'apprentissage condgtitif, comme son nom l'indique, consisidaire compgtitionner les neu-
rones d’'un eseau pour @&erminer lequel sera actif un instant donn Contrairement aux autres
types d’apprentissagelupgeréralement, tous les neurones peuvent apprendre siraaitamt et
de la néme margére, I'apprentissage corafitif produit un «vainqueus ainsi que, parfois, un
ensemble de neuronesoisinss du vainqueur, et seuls ce vainqueur et, potentiellement, son voi-
sinage réficient d'une adaptation de leur poids. On dit alors que I'apprentissage est local car
limité a un sous-ensemble des neurones&seau.

Une rgle d’apprentissage comgitif comporte le€léments suivants :

— Un ensemble de neurones identiquegrfme type) sauf pour les valeurs de leurs poids sy-
naptiques;

— Une limite impogea la«forces d'un neurone ;

— Un mecanisme permettant aux neurones de d@itipnner pour le droit deépondrea un
certain sous-ensemble des stimuli d'é@etrde marmirea ce qu’un seul neurone de sortie
soit actifa la fois.

Ainsi, les neurones individuels peuvent apprer@ise spcialiser sur des sous-ensembles de sti-
muli similaires pour devenir destecteurs de caraaistiques.

Dans leur forme la plus simple, lesseaux de neurones qui utilisent I'apprentissage éditifp
sont souvent constiés d’'une seule couche de neurones de sortie, totalement cearsotles
entiees. Un neurone vainqueur modifiera ses poids synaptiques en les rapprogbabtriguement)
d’un stimulus d’enteep pour lequel il a battu tous les autres neurones lors de la ettigmn :

(4.21)

n(p —w) sile neurone est vainqueur
Aw = )
0 autrement

ou 0 < n < 1 correspond un taux d’apprentissage. Un neurone qui ne gagne pas |laétitiorp
ne modifiera aucunement ses poids. Il ne sera donc paségffecte stimulus en question. Parfois,
on cefinit également un voisinage autour du neurone gagnant et on appliqueglasimilaire sur
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les voisins, mais avec un taux d’apprentissage kit :

m(p —w) sile neurone est vainqueur
Aw = ¢ n2(p — w) sile neurone est voisin du vainqueur (4.22)
0 autrement

avecny < n.

Comme nous le verrons plus loin dans ce chapitre, 'apprentissageetitingst surtout utilié
dans le contexte d’'un apprentissage dit non-supend®sta-dire lorsqu’on ne connait pas les
valeurs @sitees pour les sorties daseau.

4.4 Probleme de I'affectation du credit

Dans le domaine @réral de I'apprentissage, il existe un preivie qui tourne autour de la
notion dexaffectation du cedit>2. Essentiellement, il s’agit d’affecter leémit d’un @sultat global,
par exemple I'aéquation des sorties d’uéseau faca un certain stimulus d’erée,a I'ensemble
des dcisions internes prises par le s (le €seau) et ayant condiditce Esultat global. Dans le
cas de I'exemple d’'unéseau, lesé&tisions internes correspondent aux sorties des neurones situ
sur les couches qui peedent la couche de sortie. Ces couches sont habituellement @épmlife
«couches cades> car on ne dispose pas, a priori, d’information sur &gdation de leurs sorties.

Le probEme de I'affectation du édit est donc bien gsent dans I'apprentissage deseaux
de neurones. Par exemple, si I'on adopte wwe baée sur la correction des erreurs, comment
fera-t-on pour calculer cette erreur sur les couchesésgtsi I'on ne possie pas l'information
a propos de leurs sortieesites ? De rame, que fera-t-on si 'on dispose uniquement d’'une
appeciation grerale de performance daseau faca chaque stimulus, et non des sortiésiges
pour chaque neurone de la couche de sortie ? Nous apporterons celeaiasts de@ponsex ces
guestions dans les sous-sections suivantes, puis dans les chapitézgisnbs au fur ed mesure
gue nous aborderons des algorithmes concrets d’apprentissage.

4.5 Supervie

L'apprentissage dit supendsest caraétrie par la pesence d’'uncprofesseus qui posgde
une connaissance approfondie de I'environnement dans légakle le eseau de neurones. En
pratique, les connaissances de ce professeur prennent la forme d’'un ense@bt®uldes de
vecteurs d’entre et de sortie que nous noterdiip;, d ), (P2, ds), - .., (Pg,dg)}, ou p; désigne
un stimulus (ente) etd; la cible pour ce stimulus, c'est-dire les sorties &siges du eseau.
Chaque couplép;, d;) correspond doné un cas d’espce de ce que leéseau devrait produire
(la cible) pour un stimulus do@n Pour cette raison, I'apprentissage supérest aussi qualéi
d’apprentissage par des exemples.

2Traduction literale de<Credit assignmeist
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p(®
Environnement p-  Professeur d®

Vol \
Systeme a(t) -
supervisé

( e(t)

FIG. 4.3 —Sclema bloc de I'apprentissage supe#is

L'apprentissage superd@®st illusté d’'une margre conceptuella la figure 4.3. L'environne-
ment est inconnu dweseau. Celui-ci produit un stimulgsqui est achemi@a la fois au professeur
et au Eseau. (GAcea ses connaissances inteqgsies, le professeur produit une sortsied ()
pour ce stimulus. On suppose que cefiganse est optimale. Elle est ensuite corapdpar sous-
tration) avec la sortie duéseau pour produire un signal d’errexft) qui est E-injecé dans le
réseau pour modifier son comportement via une galace ierative qui,eventuellement, lui per-
met de simuler lagponse du professeur. Autrement dit, la connaissance de I'environnement par le
professeur est graduellement traseé vers le&seau jusqu I'atteinte d’un certain critre d’arét.
Par la suite, on pew@iminer le professeur et laisser keseau fonctionner de fagon autonome.

Le lecteur attentif aura remarguju’un apprentissage supegis est rien d’autre qu’un syno-
nyme de l'apprentissage par correction des erreurs (voir section 4.1). ddeodsnc les @mes
limitations, a savoir que sans professeur pour fournir les valeurs cibles, il ne peut d’aucune fagon
apprendre de nouvelles stgtes pour de nouvelles situations qui ne sont pas couvertes par les
exemples d’apprentissage.

4.6 Par renforcement

L'apprentissage par renforcement permet de contourner certaines des limitations de I'appren-
tissage superves Il consiste en un egpe d’apprentissage supegjisnais avec un indice de sa-
tisfaction scalaire au lieu d’'un signal d’erreur vectoriel. Ce type d’apprentissage esé idspir
travaux en psychologie egpmentale de Thorndike (1911) :

«Of several responses made to the same situation, those which are accompanied or
closely followed by satisfaction to the animal will, other things being equal, be more
firmly connected with the situation, so that, when it recurs, they will be more likely to
recur ; those which are accompanied or closely followed by discomfort to the animal
will, other things being equal, have their connections with that situation weakened, so
that, when it recurs, they will be less likely to occur. The greater the satisfaction or
discomfort, the greater the strengthening or weakening of the Isond.

Méme si ceEnoné& ne peut expliqued lui seul le comportement animal au niveau biologique, sa
simplicité et son pragmatisme peut nous permettre de composeggles d’apprentissage utiles.
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Dans le contexte degseaux de neurones artificiels, nous pouvons reform@eoti@ de Thorn-
dike de la fagon suivante :

Lorsqu’une action (écision) prise par leaseau engendre un indice de satisfaction
positif, alors la tendance déseawa prendre cette action ddtre renforée. Autre-
ment, la tendanca prendre cette action ddtre diminwee.

En pratique, 'usage de I'apprentissage par renforcement est congplarétre en ?uvre, de sorte
gue nous n'aborderons aucueseau qui 'emploie. Il importe cependant de bien comprendre la
différence entre ce type d’apprentissage et I'apprentissage s@panesougtudierons enétails

au chapitre 5.

L'apprentissage superésdispose d’un signal d’erreur qui non seulement permet de calcu-
ler un indice de satisfaction (p.ex. I'erreur quadratique moyenne), mais permet aussi d’estimer le
gradient local qui indique une direction pour I'adaptation des poids synaptiques. C’est cette infor-
mation fournie par le professeur qui fait toute la @iffnce. Dans I'apprentissage par renforcement,
I'absence de signal d’erreur rend le calcul de ce gradient impossible. Pour estimer le gradient, le
réseau est obliyde tenter des actions et d’observerésultat, pougventuellement irdfrer une
direction de changement pour les poids synaptiques. Pour ce faire, il s’agit alors d’'implanter un
processus d’essais et d’erreurs tout en retardamclamnpense offerte par I'indice de satisfaction.
Ainsi, on introduit deweétapes distinctes : une d’exploratioinlon essaie des directiongatoires
de changement, et une d’exploitatiainlton prend une écision. Ce processus en dextapes peut
ralentir consiérablement I'apprentissage. De plus, il introduit un dilemme entrése d'utiliser
'information déja apprisea propos du rarite des diférentes actions, et celui d’acepir de nou-
velles connaissances sur les damsences de cegdisions poureéventuellement, mieux les choisir
dans le futur.

4.7 Non-supervie

La dernere forme d’apprentissage que nous abordons eskdib@-superviées ou encore
«auto-organiée». Elle est caraérisce par I'absence congik de professeur, c’eatdire qu’on
ne dispose ni d'un signal d’erreur, comme dans le cas sugemigi'un indice de satisfaction,
comme dans le cas par renforcement. Nous ne disposons donc que d’'un environnement qui fournit
des stimuli, et d’'un&seau qui doit apprendre sans intervention externe. En assimilant les stimuli de
'environnement une description de sa@tat interne, ladche du éseau est alors de meliser cet
état le mieux possible. Pour y arriver, il importe d’abord éérdr une mesure de la quaipour
ce mockle, et de s’en servir par la suite pour optimiser les pateas libres du@seau, c'esé-dire
ses poids synaptiqueA.la fin de I'apprentissage, l&seau a évelope une habilié a former des
repesentations internes des stimuli de I'environnement permettant d’encoder le€istigaes
de ceux-ci et, par coigjuent, de @er automatiquement des classes de stimuli similaires.

L'apprentissage non-supergis’appuie @réralement sur un processus catifif (voir sec-
tion 4.3) permettant d’engendrer un nabelali les poids synaptiques des neuronesasgntent des
prototypes de stimuli. La quaditdu moele esultant doit €valuera I'aide d’une nétrique permet-
tant de mesurer la distance entre les stimuli et leurs prototypes. Souvent, etttpimest base
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sur la normd, (voir section 3.1.4). C’est le processus de cétitfpn qui permet deé&ectionner le
prototype assoéia chaque stimulus en recherchant le neurone dont le vecteur de poids synaptiques
est le plus proche (au sens de latnique choisie) du stimulus en question.

4.8 Taches d’apprentissage

Nous terminons ce chapitre énurerant diferentes cé&tgories dedches que I'on peut vouloir
réaliser avec unaseau de neurones :

1. Approximation Soit la fonctiong telle que :

d = g(p), (4.23)

ou p est I'argument de la fonction (un vecteur)da valeur (un scalaire) de cette fonction
évallee enp. Supposons maintenant que la fonctign est inconnue. Ladiche d’approxi-
mation consiste alora concevoir un@&seau de neurones capable d’associeekments
des couples erée-sortie {(p1,d1), (P2, d2), . .., (P, dg)}. Ce probéme peuttre €solua
l'aide d’un apprentissage super@isur les) exemples, avec lgs; repsentant les stimuli,
et lesd; repesentant les sortiegdilees pour chacun de ces stimuli, avee 1,2,...,Q.
Ou inversement, on peut aussi dire que I'apprentissage supestisin proldme d’approxi-
mation de fonction;

2. Associationll en existe deux types : 'auto-association etldro-association. Le probdine
de l'auto-association consisi@remoriser un ensemble de patrons (vecteurs) en éseptant
successivement aégseau. Par la suite, ongsente augseau une version partielle oefdrmee
d’un patron original, et laétche consista produire en sortie le patron original correspondant.
Le probEme de I'fetero-association consiste quantui a associer des paires de patrons :
un patron d’ente et un patron de sortie. L'auto-association implique un apprentissage non
supervig, alors que I'btero-association requiert phttun apprentissage supewis

3. ClassementPour cette dche, il existe un nombre fixe de egbries (classes) de stimuli
d’entrée que le &seau doit apprendgereconndre. Dans un premier temps, leseau doit
entreprendre une phase d’apprentissage sujetvigant laquelle les stimuli sontgsengs
en entee et les c&gories sont utilises pour former les sortiegsii€es, @réeralement en
utilisant une sortie par cagorie. Ainsi, la sortie 1 est asséei la caégorie 1, la sortie 2
la cakégorie 2, etc. Pour un praishe comportand) caggories, on peut par exemple fixer les
sorties @siteesd = [dy, da, . .., dg]" al'aide de I'expression suivante :

i = { 1 sile stimulus appartierit la caégoriei i=1...0. (4.24)
0 autrement

Par la suite, dans une phase de reconnaissance, il suffir&esenper auéseau n'importe
guel stimulus inconnu pour pouvoir preder au classement de celui-ci dans I'une ou l'autre
des catgories. Unee&gle simple de classement consiste, par exenaptpisir la cagorie
assocke avec la sortie maximale.
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4. Prédiction La notion de pediction est I'une des plus fondamentales en apprentissage. I
s’agit d’'un probéme de traitement temporel de signal. En supposant que nowsipass/
échantillons pags d'un signalg(t — 1), z(t — 2), ..., z(t — M), échantillon@sa intervalle
de temps fixe, laéiche consista pedire la valeur de au temps. Ce probéme de pediction
peutétre €solu gacea un apprentissage par correction des erreurs, mais d’une€raan
supervig (sans professeuBtant don@ que les valeurs de sortieslée peuvengtre inerees
directement de la&sie chronologique. Plus @cigment, Iechantillon dex(t) peut servir de
valeur cesitee et le signal d’erreur pour I'adaptation des poids se calcule simplement par
I’ équation suivante :

e(t) = a(t) — Tt |t — 1, —2,....t— M), (4.25)

ou x(t) désigne la sortie@kitee etz (t | t—1,t—2,...,t— M) repesente la sortie obsere du
résealetant done lesM échantillons pecedents. La gdiction s’apparenta la construction
d’'un moctle physique de lagsie chronologique. Dans la mesurne le reseau possle des
neurones dont la fonction de transfert est nogdine, le modle pourra lui-ausstre non-
linéaire.

5. CommandelLa commande d’un processus est une aatcbe d’apprentissage que I'on peut
abordera I'aide d’'un €seau de neurones. Cor&idns un systme dynamique non-léaire
{u(t),y(t)} ol u(t) designe I'entee du systme ety(t) correspond la eponse de celui-ci.
Dans le cas gréral, on @sire commander ce sgshe de mamirea ce qu'il se comporte
selon un modle de eférence, souvent un mek lincaire,{r(t),d(t)}, ou pour tout temps
t > 0, on arrivea produire une commandét) telle que :

Jim [d(t) = y(t)| = 0, (4.26)

de mangérea ce que la sortie du syshe suivent de s celle du mogéle de eference. Ceci
peut se ealiser gacea certains types dé&seaux supenés.

Dans les chapitres qui suivent, nous allons aborderafeEsaux spcifiques en commencant par 'un
des plus connus et des plus uis: le perceptron multicouches et son algorithmesttepropagation
des erreurs.
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Chapitre 5

Perceptron multicouche

Le premier seau de neurones que nous alketslier s’appelle l&perceptron multicouche
(PMC). Ce type deéseau est dans la famill&gerale des&seauxa «propagation vers I'avafs,
c’esta-dire qu’en mode normal d'utilisation, I'information se propage dans un sens unique, des
entées vers les sorties sans aucugteoaction. Son apprentissage est de type sugerpar cor-
rection des erreurs (chapitre 4). Dans ce cas uniquement, le signal d’erretatesgpropag» vers
les entées pour mettra jour les poids des neurones.

Le perceptron multicouche est un déseaux de neurones les plus uéiigour des probmes
d’approximation, de classification et deegiction. Il est habituellement consi#uale deux ou trois
couches de neurones totalement conemchvant d’erétudier le fonctionnement global, nous al-
lons nous attardex divers cas particuliers plus simples. En particulier, nous allons aborder le cas
du perceptron simple, c’estdire le perceptroa une seule couche de neurones dont les fonctions
d’activation sont de type seuils (section 2.3). Nous allons ensuite @ssidifferentes@gles d’ap-
prentissage pour la correction des erreurs. Nous traiterons le casdgeld MS, de I'algorithme
de etropropagation (en anglaibackpropagatios), de la methode de Newton et de lagthode
du gradient conjugal

5.1 Perceptron simple

Le perceptron simple est illugtr la figure 5.1. En suivant la notation gchatiqueatablie au
chapitre 2, il s’agit d'une seule couche Beeurones totalement conneetsur un vecteys de R
entiées. La matricdV = [;ww - - - sw]T de dimensiort x R repesente 'ensemble des poids de
la couche, avec les vecteur-r&aeg;w (dimensionR x 1) repesentant les: poids des connexions
reliant le neuroneéavec ses enties. Le vecteus (dimensionS x 1) désigne I'ensemble desbiais
de la couche. Les niveaux d'activatian= Wp — b = [n;n, - - - ng]” des neurones de la couche
servent d'argumerd la fonction d’activation qui applique un seuil au niveau 0 (section 2.3) pour

*En anglaiscmultilayer perceptros ou MLP.
2En anglais«feedforward networks.
3En anglaiscLeast Mean Squase
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Entree Couche de S neurones
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a = hardlims(Wp-b)

FIG. 5.1 —Perceptrona une seule couche avec fonction seuil.

~

produire le vecteur des sortias= [a; as - - - ag]’, oU :

—1 autrement (5.1)

,{+19m20
Consicerons maintenant le cas non-trivial le plus simplsavoir lorsqué? = 2 et S = 1, c’esta-
dire lorsque la couche n’est foga que d’un seul neurone ek deux entees. Dans ce cas, nous
auronsp = [p1 po]", W = [1w]" = [wi1wip], b = [b1] eta = [ai], ob ;

| 41 siwiapr+wiepe > by
1= { —1 autrement (5:2)

Cette derrére équation nous indique clairement que la sortie @seau (neurone) peut prendre
seulement deux valeurs distinctes selon le niveau d’activation du neurehirsque ce dernier
est strictement irdrieura 0; +1 dans le cas contraire. Il existe donc dans I'espace desesntr
une frontere climitant deux égions correspondantes. Cette frergi est éfinie par la condition
w1 p1 + w2 po = by de 'équation 5.2 qui corresporadl’expression grérale d’une droite, telle
qu'illustréea la figure 5.2Etant doni un certain vecteur de poisis = [wy 1wy )T, il est ai® de
montrer que ce vecteur ddtre perpendiculaira cette droite. En effet, pour tous les poiptsle

la droite, nous avons la relation”p = b, o b = b;. Or le termew” p corresponda un produit
scalaire (section 3.1.3) et I'on sait quex, y> = ||x|| ||y|| cos @ (équation 3.12), @6 repésente
I'angle entre les vecteussety. Nous avons donc :

<w,p> = [[wl| ||p[[cos# = b (5.3)

pour tous les pointp qui appartiennerd la droite, et le produit scalaire doit rester constant. Mais
s'il reste constant alors que la normeplehange, c’est parce que I'angle entre les vecteurs doit
aussi changer. Sojt |, le point de la droite dont le vecteur correspondant @deda plus petite
norme. Ce vecteur est perpendiculdrka droite et sa norme correspoath distance perpendicu-
laire entre la droite et I'origine. Maintenant, si sa norme est minimale, c’estqueest maximal
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FIG. 5.2 —Frontiere de @cision pour un perceptron simpéel neurone et deux ei@es.

et, par congquent, que lI'anglé entrep , etw est nul. Ainsi,w pointe dans la @me direction que

p.L €et:
b
IpLll = 7 (5.4)
[wll

Nous pouvonggalement éduire que I'origine appartiendeala region gri€e ( > 0) si, et seule-
ment si,b < 0. Autrement, comma la figure 5.2, I'origine appartiendéla egionn < 0. Si
b =0, alors la frontére de @cision passera par l'origine.

Si I'on considere maintenant le casids > 1, alors chaque neuronepos£dera son propre
vecteur de poidsw et son propre biaig;, et nous nous retrouverons avedrontieres de dcision
distinctes. Toutes ces froaties de dcision seront lieaires. Elles permettront chacune éealuper
'espace d’entee en deuxégions infinies, de part et d’autre d’une droite. Chaque neurone d’un
perceptron simple permet donc dessoudre parfaitement un prebhe de classification (voir sec-
tion 4.8)a deux classes, condition que celles-ci soient &airement 8parables. Il ne reste plus
gu'a trouver une &gle d’apprentissage pour pouvoigtdrminer les poids et les biais deseau
permettant de classer au mieicouples d’apprentissage :

{(p1,d1), (p2,ds2), ..., (pg,do)} (5.5)

Pour fixer les iées, consiérons le prol#me particulier, illus& a la figure 5.3, consistat
discriminer entre le point noitp() et les points blancgg et ps) définis par :

Y A R R KA I

et fixonsS = 1 (un seul neurone). Il s’agit de trouver un vecteur de peidsorrespondana
'une ou l'autre des fronéires de dcision illustéesa la figure 5.3a. Pour simplifier davantage,
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(a) (b) (©) (d)

FIG. 5.3 —Exemple d’'un proldmea deux classes (points noirs vs points blancs).

nous supposons pour cet exemple gue 0, de sorte que les frories de dcision induites par

w passent toutes par l'origine. Le prébhe, bien 8r, est que nous ne connaissons pas a priori la
bonne orientation pouw. Nous allons donc l'initialiser &atoirement, par exempte = [1 —1]7
(voir figure 5.3b).

Consicerons le poinp; (point noir). La sortie du&seau pour ce point est daepar :

1

a = hardlimgw’p;) = hardlims([l -1,

) = hardlimg—1) = -1 (5.7)

Or, la sortie @siree pour ce point est +1 (les zones griada figure 5.3 produisent une sortie +1).
Le réeseau n'a donc pas le comportemessie, il faudra modifier le vecteuwwr. On peut remarquer
gue dans le cas particulier de ce pehke simplife, la norme dev ne compte pas car le biais est
nul, seule son orientation importe.

Comment pourrions-nous modifiev pour que le éseau puisse classifier&gliatement le
pointp; ? Une solution consisterditfixerw = py, tel gu'illustréa la figure 5.3c. De cette maame,
le pointp, serait parfaitement classer. Mais le peabke avec cette approche est que la femati
de cecision bondirait d’'un stimulua I'autre au fil de I'apprentissage ce qui pourrait engendrer des
oscillations et em@cher la convergence dans certains cas. La solution consisté goendre une
position internédiaire en approchant la direction dede celle dep; :

w(t+1)=w(t)+p; (5.8)

tel qu'illustré a la figure 5.3d. Cetteegle fonctionne bien pour la @&gorie de stimulusw/l'on
déesire obtenir une sortie +1. Dans la situation inverse, il faut au contetdignerw de p;.
Définissons un signal d’erreur = dg—“ oue € {—1,0,+1}. Alors, nous avons I'ensemble sui-
vant de egles :

p Sie=+1
Aw = 0 sie=0 (5.9)
—p Sie=-1

ou Aw = w(t+1) —w(t) etp estle stimulus que I'on chercleapprendre. Dans le cag b+# 0,
on peut aussi mettra jour le biais en observant simplement que celui-ci n’est rien d’autre qu’un
poids comme les autres, mais dont I'éstrest fieea -1. Ainsi :

Ab=—e (5.10)
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FIG. 5.4 —Exemples de probmes non lieairement 8parables.

Et dans le cas@réeral ai I'on dispose de5 neurones, on peué&crire I'equation 5.9 sous forme
matricielle de la fagon suivante :

AW = ep’ (5.11)
Ab = —e (5.12)

ole = [ejes -+ e5]T = d — a est le vecteur des erreurs que I'on observe en sortie pour le stimulus
P-

Malgré sa relative simplicd, la iegle du perceptron s’ave tes puissante. Vous pouvez faci-
lement exgrimenter avec cett&gle gacea la«Neural Network toolbox de Matlab, programme
de cemonstratiomnd4pr .

Nous ne @montrerons pas ici qu’elle converge toujours vers une solution en un nombre fini
d’itérations, mais sachez gu’une telle preuve existe. Il importe cependant ddthes hy-
potheses sous-jacentasette preuve :

1. Le probéme doitétre lireairement&parable ;
2. Les poids ne sont mi&jour que lorsqu’un stimulus d’eree est clagsincorrectement;;
3. Il existe une borne s@pieure sur la norme des vecteurs de poids.

La premere hypotkse va de soit car s’il n’existe aucune solutioeéiive au proldme, on ne peut
pas s’attendra ce qu’un €seau qui ne peut produire que des solutioresliires puisse converger!
La deuxeme hypotbse est implicite dansdtuation 5.11. Lorsque le signal d’erreuest nul,

le changement de poidd&W estégalement nul. La troisme hypotkse est plus subtile mais
non limitative. Si I'on s’arrange pour conserver le rai?géu constant, sans changer l'orientation
de w pour un neurone doi on ne change aucunement la frergi de écision que ce neurone
engendre. Sans perte dergralite, on peut doncaduire la norme des poids lorsque celle-ci devient
trop grande.

Mais gu’entend-on par un prarhea deux classeslinéairement gparables ? Et bien sim-
plement un proldme de classification dont la froéte de écision permettant deeparer les deux
classes peut s’exprimer sous la forme d’'un hyperplan (plan dans un espatienensions). Par
exemple, les prokimes de la figure 5.4 ne sont péaparables en deux dimensions (par de simples
droites). Des fronéres possibles sont dess@s en pointiés. Elles sont toutes non &aires.
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Sx1

a = purelin(Wp-b)

FiG. 5.5 —Réseau ADALINE.

5.2 Regle LMS

A la section pecedente, nous avons traike cas du perceptron simplé ks neurones utilisent
une fonction de transfert de typeeuil>. Nous allons maintenant consieer la néme architecture
de eseawa une seule couche mais avec cette fois-ci une fonction de transéairércomme la
figure 5.5. Ce&seau s’appelleADALINE » (en anglaiskADAptive LInear NEuror) a cause de
sa fonction de transfert lgaire. 1l souffre des Bmes limitations que le perceptron simple : il ne
peut E€soudre que des prarhes lircairement 8parables. Cependant, son algorithme d’apprentis-
sage, laegle du«Least Mean Squase est beaucoup plus puissante quedgle du perceptron
original, car bien que cette deéme soit ass@e de converger vers une solution, si celle-ci existe,
le réeseau @sultant est parfois sensible au bruit puisque la fevatde écision se retrouve sou-
vent trop proche des patrons d’apprentissage (I'algorithmeéséacks que tous les patrons sont
biens classs). En revanche, l&gle LMS minimise I'erreur quadratique moyenne, de sorte que la
frontiere de écision a tendanca se retrouver aussi loin que possible des prototypes.

En pratique, laggle du LMS a ébouclé vers de nombreuses applications dont une des plus
fameuses est I'annulation dee€ho pour les communicationsléphoniques. Lorsque que vous
faites un appel inter-urbain ou outre-mer, vous vous trouvez gteet-sans le savoia utiliser un
réeseau ADALINE!

Commea la section 4.1 @nous avonsé@&velop le concept d’'un apprentissage par correction
des erreurs, et comme son nom l'indique,égle LMS consisté tenter de minimiser un indice
de performancé’ bas sur I'erreur quadratique moyenne. Retant un ensemble d’apprentissage
de  associations stimulus/cibigp,.d,)}, ¢ = 1,...,Q, ol p, rep@sente un vecteur stimulus
(entrées) ed, un vecteur cible (sortiesesies),a chaque instarit on peut propager vers l'avant
un stimulus diferentp(¢) a travers le@seau de la figure 5.5 pour obtenir un vecteur de sattigs
Ceci nous permet de calculer I'erret(t) entre ce que leaseau produit en sortie pour ce stimulus
et la cibled(¢) qui lui est assoée :

e(t) = d(t) — a(t). (5.13)
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Sachant que tous les neurones d’'un&mme couche sont igghendants les uns des autres, et
pour simplifier lesequations, nous allonsdelopper la&égle LMS pourS = 1, c’esta-dire le cas
d’un seul neurone. Ensuite, nous pourrons facilemeétetidre au casegéral deS neurones. Nous
allons aussi regrouper tous les pagdras libres du neurone en un seul vecteur

W
x:l ) ] (5.14)

De méme, nous allons regrouper en un vectele stimulusp et I'entrée virtuelle—1 assodée au
biais du neurone :

y = l _pl ] . (5.15)
Ce qui nous permettra&rire la sortie: du neurone sous une forme simi:
a=wp—b=x"y. (5.16)

Nous allons donc travailler avec le signal d’erreur scalafte = d(¢) — a(t) et construire notre
indice de performancé’ en fonction du vecteux des pararatres libres du neurone :

F(x) = E (1)), (5.17)

ou E[-] désigne I'esprance mathmatique. Le prol®ime avec cettequation est que I'on ne peut pas
facilement calculer cette esance matbmatique puisqu’on ne coriih@as les lois de probabiét

de x. On pourrait faire la moyenne des erreurs pour(eassociations d’apprentissage mais ce
serait long. Une ide plus inéressante, et plus performante en pratique, consiste simplément
estimer I'erreur quadratique moyenne par I'erreur quadratique ins&mfaur chaque association
d’apprentissage :

F(x) = é*(t). (5.18)
Alors, a chaque #&ration de I'algorithme, on peut calculer le vecteur gradient de cet@stim
VF(x) = Ve (1), (5.19)

ou lesk premierstlements dé&/¢%(¢) correspondent auédivés partielles par rapport aukpoids
du neurone, et le derni@ément correspond la cerive partielle par rappo# son biais. Ainsi :

_0€A(t) De(t)

[VeQ(t)L— — :2e(t)aw1', j=1,...,R, (5.20)
o o) . delt)
9 e e
Ve (t)}RH: 5 = 2e(t) = (5.21)

Il s’agit maintenant de calculer les deugrilés partielles de(t) par rapporaiw, ; :
de(t) old(t) —a(t)] 0
811)17]‘ 8w1’j N 811)17]‘
0 R
= [d(t) — (Z wl,k pk(t) — b1>]
k=1

8w1,j
= —Dj (t)v (522)

ld(t) = Gw"p(t) — by)]
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eth: de(t)
€
o = (5.23)
Notez bien que les termes(t) et —1 sont lestléements de, de sorte qu’on pelcrire :
VF(x) = VeX(t) = —2e(t)y(t). (5.24)

Ce ésultat nous permet aussi d’appier la simplicié qu’engendre I'iée d'utiliser I'erreur instan-
tanee plubt que I'erreur moyenne. Pour calculer le gradient estil@ notre indice de performance,
il suffit de multiplier I'erreur instantae par le stimulus d’erée !

L’ équation 5.24 va nous permettre d’'appliquer ktimode de la descente du gradieatite
par 'équation 4.7 (voir section 4.1, page 28) pour modifier les pataa®s du neurone dans le sens
d’'une diminution deF' :

Ax(t) = x(t +1) = x(t) = =nVF(x) [xx - (5.25)

En substituan¥ F'(x) parVF(x), on obtient :

Ax(t) = 2ne(t)y(t), (5.26)

ce quiéquivauta :
Aw(t) = 2ne(t)p(t), (5.27)
Ab(t) = —2ne(t). (5.28)

Les équations 5.27 et 5.28fnissent la égle LMS de base. On la nomnégalement&gle de
Widrow-Hoff, du nhom de ses auteurs. Dans le cas d’'une couch®e meurones, nous pourrons
mettrea jour chaque rarige: de la matrice de poids ainsi que cha@leEment; du vecteur de biais
a I'aide desquations suivantes :

Aw(t) = 2ne(t)p(t), (5.29)

Ce qui nous permet déé&crire le tout sous la forme matricielle :

AW (t) = 2ne(t)p’(t), (5.31)
Ab(t) = —2ne(t). (5.32)

Méme si nous ne@montrerons pas ici la convergence de I'algorithme LMS, il importe de rete-
nir que pour les indices de performance quadratiques (comme dans le cas ADALINE}hizde
de la descente du gradient est garantie de converger vers un minimum globaltjition de res-
treindre la valeur du taux d’apprentissage. En pratique, nous somneessi@s a fixern le plus
grand possible pour converger le plus rapidement possible (par de grands pas). Mais il existe un
seuil a partir duquel un trop grangl peut faire diverger I'algorithme. Le gradieatant toujours
perpendiculaire aux lignes de contouridéx), un petity permettra de suivre ces lignes de contour
vers le bas jusg@ ce qu’on rencontre le minimum global. En voulant aller trop vite, I'algorithme
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FIG. 5.6 —Trajectoire de la descente du gradient pour &iéints taux d’apprentissage : (a) taux
faible ; (b) taux moyen; (c) taux (tro@le\e.

peut sauter par dessus un contour et se matweciller. Dans le cas quadratique, les lignes de
contour ont une forme elliptique comrada figure 5.6. Lorsque le taux est faible, la trajectoire est
continue mais peut converger lentement vers I'optimum. Avec un tauxedus (moyen), les pas
sont plus grands mais peuvent avoir tendaa@esciller. On atteint normalement I'optimum plus
rapidement. Lorsque le taux est trele\e, I'algorithme peut diverger.

On peut montrer que pour garantir la convergence de I'algorithme LMS avésdau ADA-
LINE, il faut que0 < 1 < 5=— ol A4, €st la plus grande valeur propre de la matdcey y }
Pour initialiser I algonthme ii's 'agit simplement de fixer tous les poids et biaissdeala zro.
Puis, pour ealiser I'apprentissage, il s’agit de luiggenter toutes les associations stimulus/cible
disponiblesa tour de dle, et de mettre les poidsjoura chaque fois en utilisant I&guations 5.31
et 5.32. Une priode d’entrinement correspond appliquer ceg€quations une fois pour chaque
couple(p;,d;),i = 1,...,Q. Notez qu’il peutetre avantageux de permuter I'ordre dégentation
a chaque @riode. L'algorithme ire ainsi jusqu un nombre maximum (fé&xa priori) de griodes
Ou encore jusqa ce que la somme des erreurs quadratiques en sortie @ieurkea un certain
seuil.

5.3 Reseau multicouche

Jusqua present, nous n'avons traitque desé&seauxa une seule couche de neurones. Nous
avons aussi vu que ce8seaux ne pouvaiengsoudre que des pravhes de classification Eai-
rement gparables. Lesseaux multicouches permettent de lever cette limitation. On pénritem
démontrer gu’'avec unéseau de trois couches (deux couches @sh une couche de sortie),
comme celui de la figure 2.7 (voir page 14), on peut construire desérestde écision de com-
plexité quelconque, ouvertes ou fegps, concaves ou convexas;ondition d’employer une fonc-
tion de transfert non ligaire et de disposer de suffisamment de neurones sur les couchesscach

Un réseau multicouche n’est rien d’autre qu’'un assemblage de coucheséréesdes unes
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Entrées Couche de décision Conjonction

FIG. 5.7 —Réseau multicouche pouésoudre le proime duou exclusis.

aux autres, de la gauche vers la droite, en prenant les sorties d’une couche et en les injectant comme
les entées de la couche suivantela section suivante, nous allonéwklopper I'algorithme dit de
«rétropropagation des errewrgui permet d’entrimer un Eseau multicouche. Mais pour l'instant

nous allons tenter d'illustrex quoi servent les couches sugplentaires. Une chose que I'on peut

déeja remarquer est qu'il ne sertrien d’assembler plusieurs couches ADALINE car la combinaison

de plusieurs couches Baires peut toujours se ramergeune seule couche Baireéquivalente.

C’est pourquoi, pougtre utile, un @seau multicouche doit toujours pédsr des neurones avec
fonctions de transfert non-laires sur ses couches caeh. Sur sa couche de sortie, selon le type
d’application, il pourra comporter des neuronegéiites ou non-lieaires.

5.3.1 Probkme du«ou exclusif»>

A la figure 5.4a, nous avons illugtun probéme de classification noggarable ligairement.
Il s’agit du probEme classique dwou exclusi (xor) que I'on ne peut pagsoudre ni avec un
perceptron simple, ni avec udgeau ADALINE, car les points noirs ne peuvent pas €paés
des blancs I'aide d’'une seule frongre de @écision lireaire. Dans ce probine, les points noirs
repesentent le vrai (valeur 1) et les points blancs le faux (valeur Okdieexclusif, pourétre
vrai, exige qu’une seule de ses @as soit vraie, sinon il est faux. On pe@soudre facilement ce
problemea I'aide du Eseau multicouche illug’ la figure 5.7. Ceéseala deux couches utilise
des fonctions de transfert seuil. Sur la premicouche, chaque neurone engendre les &@di
de cecision illustées aux figures 5.8a et 5.8b. Les zonesgssepesentent laggion de I'espace
d’entrée du éseau pour laquelle le neurone correspondant produitépanse vrai. Ledle du
neurone sur la couche de sortie, illésé la figure 5.8c, consista effectuer la conjonction des
deux Egions produites par les neurones de la peeencouche. Notez bien que les e de
la deuxeme couche sont les sorties de la pemicouche. La figure 5.8 r&gente toutes les
frontieres de dcision dans I'espace des ards. La frongére de @écision engende par le neurone
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(a)

FiG. 5.8 —Frontieres de écision engendres par le eéseau de la figure 5.7 : (a) neurone 1 de la
couche 1; (b) neurone 2 de la couche 1; (c) neurone 1 de la couche 2.
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FiG. 5.9 —Frontiere de @cision engendre par le neurone qui effectue une conjonction.

de la couche de sortie est aussi illéstidans son propre espace d’éat la figure 5.9. Il importe
de remarquer que la sortie des fonctions seuils engglsatant limi€ée aux valeur$0, 1} (que I'on
interprete commetant respectivement faux et vrai), seuls les coins d diuistré a la figure sont
pertinents. Pour&aliser une conjonction (uet logique»), le neurone effectue donc la somme de
ses deux enges et fixe un seudl 1.5. Sila somme est iafieura 1.5, alors il produit vrai en sortie,
sinon il produit faux. Dans ce cas, seul le coin&tigur droite du caé produit vrai en sortie.

Mentionnons finalement que l@seau de la figure 5.7 n’est pas le saylouvoir Esoudre
ce probéme du«ou exclusif. D’autres combinaisons de poids et de biais pourraient produire le
méme Eésultat (pouvez-vous en trouver d’autres ?).

5.3.2 Approximation de fonction

Pour faire de I'approximation de fonction (section 4.8), on peut montrer q@&seau mul-
ticouche comme celui de la figure 5.10, avec une seule couchéeaehneurones sigrites et
une couche de sortie avec des neurondgsaliies permet d’approximer n'importe quelle fonction
d’intérét avec une g@cision arbitrairea condition de disposer de suffisamment de neurones sur la
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Entrée Couche sigmoide Couche linéaire
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al = logsig(W!p - b)) a?= purelin(Wza1 -b?

FIG. 5.10 —Réseau multicouche permettant de faire de I'approximation de fonction.
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Fic. 5.11 —Exemples de froréres de écision : (a) convexe ouverte ; (b) convexe feem (c)
concave ouverte ; et (d) concave fé&m

couche cacke. Intuitivement, un pea la facon deséries de Fourier qui utilisent des sinus et co-
sinus, cette preuve passe par émtbnstration que I'on peut approximer n'importe quelle fonction
d’intérét par une combinaison kaire de signiales.

5.3.3 Classification

Pour faire de la classification, on utilisera deseaux soid deux, soit trois couches de neu-
rones sigmiades. On peut montrer qu’une seule couche eaduffita engendrer des frogties de
décisiorf convexes, ouvertes ou fe@ms, de complexétarbitraire, alors que deux couches éesh
permettent de &er des fronéires de dcision concavésou convexes, ouvertes ou fegas, de
complexi€é arbitraire. La figure 5.11 montre en deux dimension®kffits types de frorres de
décision. Intuitivement, on veut voir que la praare couche cad&e d'un tel eseau sed decouper
'espace d’entea I'aide de fronteres de dcision lireaires, comme on I'a vu pour le perceptron
simple, la deuwdme couche sei assembler des frogties de dcision non-liaire§ convexes en

“Notez bien qu’une frondire de écision n’est pasécessairement une fonction !

SUne courbe (surface) convexe ne comporte aucun changement dans le signe de la courbure, alors qu’une courbe
concave implique un point d’inflexion.

SLes non-lireariés proviennent des sigrites !
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Entrée Couche 1 Couche 2 Couche 3

/" N/ \ 7/ \ 7/

\ /\le S/\le S/\le

a' = flowlp - b a? = f2(W2a! - b?) a3 = FPW3a2 - bd)

FIG. 5.12 -Repgsentation matricielle d’unédseau de trois couches (reproduction de la figure 2.7).

selectionnant ou en retranchant dégipns engenées par la couche @edente et, de gme, la
couche de sortie permet d’assembler des favati de dcision concaves erekectionnant ou en
retranchant desgions convexes engereds par la couche geedente.

Avant de passed I'algorithme de &tropropagation qui hous permettra d’efriex un Eseau
multicouche, que nous nommerons @aavanperceptron multicoucheu PMC, mentionnons que
ce n'est pas par hasard que nous avons reragdonction de transfert seuil par la fonction
sigmdde, mais bien pour pouvoir prédera un apprentissage automatique. Par exem@enesi
nous avons pu construigela main, avec la fonction seuil, leseau de la figure 5.7 pousoudre le
probleme duou exclusif, nous ne saurions pas comment apprendre automatiquangengrer
les bons poids et les bons biais de esgau. Le prokime avec la fonction seuil est que saide
est toujours nulle sauf en un point ou elle n’egtme pas éfinie! On ne peut donc pas l'utiliser
avec la nethode de la descente du gradient qui nous a si bien servi pazsdau ADALINE.

5.4 Retropropagation des erreurs

Pour cevelopper lesquations de l'algorithme deetropropagation des erreur (en anglais
«backpropagatios), nous aurons besoin de toute la puissance des notations intralstesction
2.1 (voir page 5) et illus&esa la figure 2.7 que nous reproduisank figure 5.12.

L’ équation qui écrit les sorties d’'une couchiedans un perceptron multicouche est dean
par :

a* = ¥ (WFa" ' —b*)  pourk =1,..., M, (5.33)

ol M est le nombre total de couches & = p définit le cas de base de cette formule de
récurrence. Les sorties déseau correspondent alaxsa?. L'algorithme de étropropagation
est une @reralisation de laggle LMS. Tous deux utilisent comme indice de performance I'er-
reur quadratique moyenne, et tous deux permettent un apprentissage de type s@vervign
ensemble d’association stimulus/cidlep,.d,)}, ¢ = 1,...,Q, ol p, repesente un vecteur sti-
mulus (entées) etd, un vecteur cible (sortiesér$irées)A chaque instant, on peut propager vers
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'avant un stimulus difrentp(t) a travers le &seau de la figure 5.12 pour obtenir un vecteur de
sortiesa(t). Ceci nous permet de calculer I'errei(t) entre ce que leaseau produit en sortie pour
ce stimulus et la ciblel(¢) qui lui est assoée :

e(t) =d(t) — a(t). (5.34)
L'indice de performancé’ permet de minimiser I'erreur quadratique moyenne :
F(x) = E e (t)e(t)] (5.35)

ou E[.| désigne I'esprance matkmatique et le vectew regroupe I'ensemble des poids et des
biais du Eseau. Tout comme pour lagle LMS, nous allons approximer cet indice par I'erreur
instantage :

F(x) = e (t)e(t) (5.36)

et nous allons utiliser la &thode de la descente du gradient pour optimiser

OF

Awpi(t) = g (5.37)
OF
k — _)
Abj(t) = U (5.38)

ou ) désigne le taux d’apprentissage.

La procdure d’optimisation est donces semblablé celle de la égle LMS. Cependant,
il faut faire facea deux difficuleés supgmentaires. Premiement, les fonctions de transfert des
neurones ne sont plugcessairement leaires. Leur érivé partielle ne sera donc plus constante.
Deuxiemement, nous ne paons les sortiesésditees (les cibles) que pour les neurones de la
couche de sortie. C’est surtout cette demxe observation qui va nous poser pesbé.

Pour calculer la érivé partielle deF, il faudra faire appeh la gle de chinage des @rivés :

df[n(w)] _ df[n]  dn(w)
dw  dn . dw (5-39)

Par exemple, sf[n] = e" etn = 2w, donc f[w] = ¢**, alors :

dfin(w)]  (de" 2w\ o ow
Lo = <dn> x (m) = (e")(2) = 2™ (5.40)

Nous allons nous servir de cettegte pour calculer lesétivés partielles degquations 5.37 et
5.38:

oF OF  Onk
= I x i (5.41)
ﬁwﬁj onk ﬁwf,j

OF OF  Onk

a—nf X a0 (5.42)

b

)
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Le deuxeme terme de cesquations est facila calculer car les niveaux d'activatiorf de la
couchek dépendent directement des poids et des biais sur cette couche :

Sk71
nf =Y wia™ -0k (5.43)
7j=1
Par conéquent :
onk w1 on¥

—=a; L= —1. 5.44
owf; 4 bk (5.44)

On remarque que cette partie de Exidee partielle de” par rappora un poids (ou un biais) est
toujourségalea I'entrée de la connexion correspondante.

~Maintenant, pour le premier terme deguations 5.41 et 5.42¢tinissons la sensibifits” de
F aux changements dans le niveau d’activatiriu neurone de la couché :

OF
sy = E (5.45)
On peut alorséécrire lesequations 5.41 et 5.42 de la fagon suivante :
aF k k-1
= §kgF 5.46
awlkd Sz CLJ ) ( )
OF
et les expressions déguations 5.37 et 5.38 de la fagon suivante :
Auwli(t) = —psk(t)ah(8), (5.48)
Ab(t) = nsi(t), (5.49)
ce qui donne en notation matricielle :
AWH(t) = —ns(t)(@" )" (1), (5.50)
AbF(t) = nst(1), (5.51)
avec : A
S
Gn’f
OF o
E ong
=_— = 5.52
> onk ; ( )
oF
L 8”§k J

Par rapport la egle LMS, il est ineressant de noter la ressemblance&ipgtions ci-dessus avec
leséquations 5.31 et 5.32. On remarque que le tetate) est simplement remplagars™ (¢).
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5.4.1 Calcul des sensibilés

Il reste maintenard calculer les sensibiéss®, ce qui requerra une nouvelle application de la
regle de chimage desérivés. Dans ce cas, nous obtiendrons une formuléd#rence o la sensi-
bilité des couches en amont (&@s) @pendra de la sensibéides couches en aval (sorties). C'est
de la que provient I'expressioarétropropagatios, car le sens de propagation de I'information est
invers par rappora celui de lequation 5.33.

Pour ceriver la formule de&currence des sensib@i, nous allons commencer par calculer la
matrice suivante :

B anlf+l Bnlf‘H . Bnlf"'l ]
871’1“ 8n’2“ Bn];k
6715:1 817,]2“:1 . Bng:l
8nk+1 ony ong 8n5k
k+1 k+1 k+1
8nskk+1 ankk_H o 8”5’;-0-1
| Onf ons 8n5k ]

Cette matriceenunere toutes les sensibiis des niveaux d’activation d’'une couche par rapport
ceux de la couche predente. Consifons chaquélement(i, j) de cette matrice :

onk+t o [ bl k da*
‘ = \ — P = Rt =L
onk onk (;w” b Wi onk
0f*(nt) ~
= wit = = wi (), (5.54)
J
avec : O k)
k(o k "
fr(nj) = 7(9”?” : (5.55)
Par conéquent, la matrice de@uation 5.53 peut &trire de la fagon suivante :
k+1 .
agnk — WHIEF (), (5.56)
ou . 1
fEoy) 0 0
- 0  fEmk) o 0
FF(n*) = . (5.57)
0 0 - fR(nky) |

Ceci nous permet maintenanédrire la relation deacurrence pour les sensibalg :

Sk _ 8F _ <8n’“+1>T GF :Fk(nk> (Wk+1)T (‘3F

onk onk Onk+1

= Fr(n*) (W) gk (5.58)
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Cetteéquation nous permet de calcutera partir des?, qui lui-méme est calcéla partir des?®,
etc., jusquas™. Ainsi les sensibiliés sont&tropropages de la couche de sortie jusala couche
d’entrée :

s gM=1 5 ...g2 sl (5.59)

Il ne nous reste plus ga’'trouver le cas de bas€'!, permettant de mettre fimla €currence :

2 o(d—aM) (d—aM SM
SR (U

S = = =

! onM onM onM =
= -2 (di — aZM) gzéi
= -2 (di — azM) fM<nZM) . (5.60)
En notation matricielle, o@crit :
s" = —2FY(n") (d —a). (5.61)

5.4.2 Algorithme d’entrainement

Voici donc un Esung de la @marchex suivre pour entiiaer un perceptron multicouche :
1. Initialiser tous les poids dieseala de petites valeursé&atoires.
2. Pour chaque associatiop,, d,) dans la base d’apprentissage :
(a) Propager les erétesp, vers I'avanta travers les couches deseau :

a’ = p, (5.62)
a* = f*(Wka"' —b¥) pourk=1,..., M. (5.63)

(b) Rétropropager les sensib@# vers I'arrérea travers les couches deseau :
sM = —2FM(nM> (dq — aM> , (5.64)
" = Ft(n") (W’““)Ts’““, pourk =M —1,...,1. (5.65)
(c) Mettrea jour les poids et biais :

AWF = st (a")", pourk =1,..., M, (5.66)
Ab* = ps* pourk=1,..., M. (5.67)

3. Sile crikre d’arét est atteint, alorstop.
4. Sinon, permuter I'ordre de @sentation des associations de la base d’apprentissage.
5. Recommencea I'étape 2.



56 CHAPITRE 5. PERCEPTRON MULTICOUCHE

5.4.3 Criteres d'arrét

Plusieurs crigres d’aréts peuvenétre utilis avec I'algorithme deetropropagation des er-
reurs. Le plus commun consisiefixer un nombre maximum deepgodes d’entfinement, ce qui
fixe effectivement une limite s@pieure sur la duge de I'apprentissage. Ce erié est important car
la réetropropagation des erreurs n’offre aucune garantie quéntonvergence de 'algorithme. |l
peut arriver, par exemple, que le processus d’optimisation reste pris dans un minimum local. Sans
un tel criere, I'algorithme pourrait ne jamais se terminer.

Un deuxeme criere commun consist& fixer une borne irdrieure sur I'erreur quadratique
moyenne, ou encore sur la racirearée de cette erreur.d@pendant de I'application, il est parfois
possible de fixer a priori un objectf atteindre. Lorsque l'indice de performance choisi diminue
en dessous de cet objectif, on comrs simplement que le PMC a suffisamment bien appris ses
donrees et on agte I'apprentissage.

Les deux criéres pecedents sont utiles mais ils comportent aussi des limitations. Lererit
relatif au nombre maximum deepodes d’entramement n’est aucunemeng & la performance du
réseau. Le crére relatifa I'erreur minimale obtenue mesure quariti un indice de performance
mais ce dernier peut engendrer urepbnene dit de sur-apprentissage qui n’est pasmble dans
la pratique, surtout si I'on ne pasde pas une grande quaatide donges d’apprentissage, ou si
ces derrgéres ne sont pas de bonne qualit

Un processus d’apprentissage par correction des erreurs, comme celuétlegeopagation,
vise a reduire autant que possible I'erreur que commegkeeau. Mais cette erreur est mésur
sur un ensemble de dobes d’'apprentissage. Si les dées sont bonnes, c’eatdire quelles
repriesentent bien le processus physique sous-jacent que I'on tente d’apprendre ouetisemod
et que l'algorithme a conveggsur un optimum global, alors il devrait bien performer sur d’autres
donrees issues du @me processus physique. Cependant, si les@mnd’'apprentissage sont par-
tiellement corrompues par du bruit ou par des erreurs de mesure, alors il n’éstigest que la
performance optimale déseau sera atteinte en minimisant I'erreur, lorsqu’on la testera sur un jeu
de donmees diferent de celui qui a serail'entrdanement. On parle alors de la capaaiu Eseala
géréraliser, c’est-dire de bien performer avec des déasa qu'il n’a jamais vu auparavant.

Par exemple, la figure 5.13 illustre le prebie du sur-apprentissage dans le contexte d’'une
tache d’approximation de fonction (voir section 4.8). La droite en paoastithontre une fonction
linéaire que I'on voudrait approximer en ne connaissant que les points noirs. La courbe en trait
plein montre ce qu’'unéseau hypottique pourrait apprendre. On constate que la courbe passe
par tous les points d’enfirement et donc que I'erreur est nulle. De toétedence, ceaseau ne
géréralisera pas bien si I'oechantillonne d’autres points sur la droite !

Une solutiona ce probdme consist@ utiliser un autre critre d’arét bag sur une technique
dite de validation croise (en anglaiscross-validatios). Cette technique consiséeutiliser deux
ensembles ingbendanfsde don@es pour entiaer notre €seau : un pour I'apprentissage (I'ajuste-
ment des poids) et I'autre pour la validation, c’asthre le calcul d’'un indice de performance (une

’On parle alors de la racine de I'erreur quadratique moyenne. En anglais,«Ratit Mean Squaseou RMS.
8En pratique cela consistepartitionner les dorées disponibles en deux ensembles distincts.
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FiG. 5.13 —lllustration du plenongne de sur-apprentissage pour le cas simple d’'une approxima-
tion de fonction.

erreur o validation
arréet

. sur-apprentissage
—

Fic. 5.14 —lllustration de la validation croige.

erreur, un taux de reconnaissance ou tout autre mesure per@r&yplication). Le criére d’arét
consiste alora stopper I'apprentissage lorsque 'indice de performance édeulles donges de
validation cesse de s’atiorer pendant plusieursepodes d’entrinement. La figure 5.14 illustre

le critere de la validation croé®e dans le cas d'un indice de performance que I'on chexahnée
nimiser. La courbe en pointés de ce graphique r&sente l'indice de performance d’uaseau
hypotretiqué calcuk sur les donees d’apprentissage, alors que la courbe en trait plein montre le
méme indice mais calcélsur les don@es de validation. On voit qu’il peut exister un moment au
cours de I'apprentissag@idindice en validation se&leriore alors que le &me indice continua
s’ameliorer pour les donees d’entrtnement. C’est alors le&dbut du«sur-apprentissage

9Des courbes semblables s'observent couramment dans la pratique.
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100

100

FIG. 5.15 —-Exemple d’'un neurone satur

5.4.4 Pkenomeéne de saturation

Une autre consieration pratique dont on doit tenir compte lorsqu’on éingaun PMC concerne
le prenonene de saturation des neuronassous certaines conditions, les neurones peudvenite
fin pratique cesser d’apprendre tellement leur convergence devient lente. &onsigar exemple
le réseau de la figure 5.15, consétd’'un seul neurona deux entes aveg; = p, = 100. Sil'on
calcule son niveau d’activatian on obtient :

n =100 x 0.3+ 100 x 0.4 + 0.5 = 70.5 (5.68)

On peut @ja remarquer que l'effet du biais estgligeable devant celui des deux poids d’eatr
malgee le fait qu’ils soient tous les trois du@me ordre de grandeur,cause de I'amplitude des
entiees. Sil'on calcule la sortie du neurone, on obtient :

1 1

= ~ 1. 5.69
l+exp(—n) 1+ exp(—70.5) (5:69)

a = logsign) =

En effet,exp(—70.5) = 2.4 x 1073, On dit alors que le neurone est sé&ure probéme avec un
tel neurone est qu’il ne peut presque plus apprendre carlaeg de sa fonction d’activation est
pratiquement nulle :

bt AL (~D& (Lt exp(—n) _exp(—n)
“dn dn|l4+exp(—n)|  (I+exp(—n))2 (1 +exp(—n))?
B exp(—n) 1+ exp(—n) — 1
- YTy exp(—n) “TIY exp(—n)
= a(l—a) (5.70)
Aveca ~ 1, on obtient :
a~1x(1—1)=0 (5.71)

Or, comme les variations de poids dans I'algorithmeé&teopropagation des erreurgfithies aux
équations 5.66 et 5.67dendent liairement des sensibé# (voiréquations 5.64 et 5.65) qui
elles-mémes épendent de laé&tivee de la fonction d’activation, on voit imediatement qu’elles
tendent vers &ro lorsque le neurone est sdat que la convergence,@me si elle est toujours
possible, requerra beaucoup deipdes d’apprentissage.
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Par conéquenta cause de ce ghonene de saturation, il importe de normaliser les dmm
a l'entrée d’'un PMC, c’est-dire de les transformer de marea éviter tout risque de saturation.
Une autre facon de préder est d'initialiser les poids sur la prare couche en choisissant un
intervalle de valeurs ahtoires ajugt aux stimuli d’apprentissage. Par exemple, pour l&mnjr
d’un réseawa R entées, on pourrait choisir I'intervalle suivant :

1 1

— max; |pj| max; |pf|

J=1,.. R, (5.72)

ou {¢} désigne 'ensemble des stimuli d’apprentissage.

Une autre alternative serait de fixer tous les paid®ro. Bien que ceciéglerait certes le
probleme de la saturation des neurones, ce n’est malheureusement pas une alternative viable. En
effet, il se trouve que I'origine de I'espace des poids correspond soawentieu d’'instabilié de
la fonction d’erreur du@&seau. Et ceci peut facilement eiier la divergence de l'algorithme de
rétropropagation.

5.4.5 Groupage

Au lieu de mettrea jour les poids pour chaque ddrend’entrénement, une alternative consiste
a accumuler les variations de poids sur ugeique d’apprentissage congpe et de mettra jour
les poids en une seule fois avec la moyenne de ces variations. On parle alors d’apprentissage
«hors-ligne> ou par groupage (en anglaibatching>). L'idée est la suivante : I'estimation du
gradient qu’engendre chaque déerd’entrgnement est peu pcise, la moyenne de ces estimations
devraitétre plus pes du gradientel. En fait, siles dorées d’entrtnement couvrent @ajuatement
I'espace des erites, alors la moyenne de ces estimations sera exacte.

Mais le groupage n’est pas une pagacar cela peut aussi ralentir corgs@blement la conver-
gence, puisque les poids changent moins souvent. Autrement dit, si I'estimation du gracéent bas
sur une seule doe d’entrégnement a tendanceétre bonne, alors on pourrait converger jusgu’

Q fois plus lentement si I'on praxe par groupage. Par contre, lorsque cette estimation e&t plut
mauvaise, le groupage saréviter de partir dans une mauvaise direction qui, autrement, augmen-
terait nos chances de rester pris dans un minimum locaéozat.

5.4.6 Momentum

Une facon d’argliorer I'algorithme de&tropropagation est de rajouter un terme d’inertie dont
le rdle est de filtrer les oscillations dans la trajectoire de la descente du gradient :

AW () = aAWF(t—1) — (1 — a)ps” (ak—l)T, pourk =1,....M,  (5.73)
Ab*(t) = aAbf(t—1)+ (1 —a)ps®, pourk =1,..., M. (5.74)

ou0 < a < 1 s’appelle le momentum. Lorsque= 0, leséquations 5.73 et 5.74 sogquivalentes
auxéquations 5.66 et 5.67, respectivement. Lorsgue 1, lesAW*(t) et Ab*(t) ne cependent
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plus desquations deatropropagation des erreurs, mais uniqguement\dd&’ (t—1) et Ab*(t—1),
c’esta-dire des changements de poédéetape pecedente.

Le terme du momentum produit deux effets distincts selon la situation. @remént, lorsque
la trajectoire du gradient a tendariesciller (comma la figure 5.6¢), il contribua la stabiliser en
ralentissant les changements de direction. Par exemplepavet.8, cela correspond d’emééa
ajouter80% du changement peedent au changement courant. Dé&méement, lorsque le gradient
courant pointe dans la@me direction que le gradientguedent, le terme d’inertie contribue
augmenter I'ampleur du pas dans cette direction et domo@lérer la convergence.

5.4.7 Taux d’apprentissage variable

Une autre facon d’ad@liorer la vitesse de convergence pouréfropropagation des erreurs
serait de modifier le taux d’apprentissage dynamiquement tout au long deihemtent. Plusieurs
approches peuveptre consiérees. Par exemple, on peut adopter la 8gigt suivante :

1. Sil'erreur quadratique totale, caléel pour toutes les associations de la base d’apprentis-
sage, augmente d’'uné&podea I'autre par plus d’'un certain pourcentagéypiquement de
1 a5%) a la suite d’'une misa jour des poids, alors cette miggour doitétre abandorge
et le taux d’apprentissage d@tre multiplé par un facteud < p < 1, et le momentum doit
étre fixe a 2ro;

2. Si I'erreur quadratique totale dimin@ela suite d’'une misa jour des poids, alors celle-ci
est conserge et le taux d’apprentissage est mulépdar un facteuty > 1; si le momentum
avait peécdemmenété fixé a zero, alors on lui redonne sa valeur originale ;

3. Si l'erreur quadratique totale augmente par moing/dalors la misea jour des poids est
accepee et le taux d’apprentissage reste inclegrgi le momentum avait poedemmenété
fixé a zro, alors on lui redonne sa valeur originale ;

Cette approche suppose que I'apprentissage fonctionne par groupage-diestjue les mises

a jour des poids sont accundgls sur 'ensemble des associations de la base d’apprentissage et
appliglees une fois la fin de chaquegiode (section 5.4.5). Dans certains cas cela pe@i@er
grandement la convergence. Dans d’autres cas, cette approche peut aussiagmavergence.

Il faut comprendre que ce genre de technique ajoute des paesh (3, p ety) qu'il faut fixer a

priori. Pour un prol®me dong, certaines combinaisons de paediras peuvergtre keréfiques et
d’autres non. Parfois, 'emploi d’'une telleathode peut @me entriner une divergence rapida |

ou la retropropagation des erreurs avec momentum produisait une convergence lente.

5.4.8 Autres consi@rations pratiques

Nousénurerons ci-dessous d’autres corgiations pratiques pour I'enfrement du PMC.
Selon les circonstances, celles-ci peuvent aussi avoir un effeé@pple sur la performance de
I'algorithme de étropropagation des erreurs.

10 approche @crite ici, propoge par Vogl et al. en 1988, est relativement simple parmi 'ensemble des variantes
qui ontéte explokées dans la liirature pour faire varier dynamiquement le taux d’apprentissage.
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1. Lorsqu’on utilise une couche de sortie norehire, c’esta-dire une couche dont les neu-
rones posadent des fonctions d’activation nonéaires telles que la sigride ou la tangente
hyperbolique (voir section 2.3), il importe de ne pas cherérsaturer les neurones en fixant
des sorties @siees qui tendent vers I'assymptote de la fonction. Dans le cas de laidiggmo
par exemple, au lieu de fixer des sortigssitbesa 0 oua 1, on peut les fixea 0.05 et
0.95. Ainsi, la etropropagation des erreurs ne chercheraapastréner les poids dans une
direction qui pourrait rendre le neurone incapable de s’adapter.

2. Les sensibiliés des neurones sur les deneis couches ont tendariétre plus grandes que
sur les prengres couches; le taux d’apprentissage sur cesatesdevrait donétre plus
grand que sur ces preames si I'on veut que les défentes couches apprennent approxima-
tivement au r@me rythme.

3. A chaque priode d’entrinement, il importe de permuter 'ordre deésentation des stimuli
pour teduire la probabilé gu'une gquence de do@es pathologique nous garde prison-
nier d’'un pitre minimum local. En effet, la performance de lathode de la descente du
gradient peut épendre grandement de cet ordre despntation qui engendre des trajec-
toires differentes dans I'espace des pagtnes, et des trajectoires difentes peuvent nous
amenera des minimums locaux défents. Mme s'il existe deséxjuences pathologiques,
le fait de permuter les dodesa chaque eriode nous garantit que I'on ne tombera pas
sysématiquement sur lesémes.

4. Dans le contexte d’'un pralaine de classificatioa n classes, on associ€ggralement un
neurone de sortie distinatchacune d’ellesy™ = n). Ainsi, on interpétera chaque neurone
sur la couche de sortie comme indiquant si oui ou non le stimulus éemippartiend la
classe correspondante. On construira les vectduds sorties ésiees avec deux valeurs
possibles pour chaque composante : une valeur poupués et une valeur pour lenons.

Si I'on choisit la fonction d’activation logistique, on pourra codeklaui» avec une valeur
proche de 1 et l&non» avec une valeur proche de O (voir item 1 ci-dessus). En mode de
reconnaissance, on pourra classer un stimulus inconnu danggmaatassoée au neurone
ayant produit la sortie maximale.

5. Dans le contexte d’'un pradrine d’approximation de fonction, on choisérgralement des
neurones ligaires pour la couche de sortie. Autrement, cela forcé&deaua apprendre
I'inverse de la fonction d’activation utile, en plus de la fonction que I'on veut vraiment
qu’'il apprenne.

6. Effectuer I'apprentissage d’'ugseau quelconque reviesatestimer les bonnes valeurs pour
chacun de ses poids. Pour pouvoir estimer les pati@® d’un systme quelconque posdant
un certain nombre de degg de liber (paranetres inépendants), il estatessaire de pasder
au moins un nombréquivalent de dorées. Mais dans la pratique il en faut bien plus! Une
regle heuristique nous indique que pour pouvoiréesp estimer correctement laspoids
d’un reseau de neuronek)n donrees d’entrtnement sont requises.

7. La performance d’'unéseau lorsqé&vallee avec ses doees d’entrtnement est presque
toujours sur-esti@e. |l faut bien comprendre que léseau ne comporte aucune intelli-
gence éelle. Il ne fait qu’apprendre les associations qu’on lui fourita limite, il peut
les apprendrepar c ?us. Nous avons discata la section 5.4.3 du @monene de«sur-
apprentissage Nous avons vu qu’une prédure de validation-croge peut augmenter la
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capacié de @réralisation d’'un &seau. Si I'on veuévaluer correctement la performance
d’'un réseau, il faut le faire avec des d@as qui n’ont aucunement servi au processus d’'ap-
prentissage, ni pour l&tropropagation des erreurs, ni pour la validation é®i&n pratique,

ceci implique de diviser les doéers d’entrtnement en trois sous-ensembles distincts : les
donrees d’entrinement, de validation et de test. La proportion relative de ces ensembles peut
evidemment varier selon I'application, mais une bonne proportion se situe aux alentours de
50-20-30%, respectivement.

5.5 Meéthode de Newton

La méthode de Newton est une autre @dare d’optimisation, parfois plus efficace que la
descente du gradient. Alors que cette demmiest ba@e sur une approximation par lare de
Taylor de premier ordre (qui n'utilise que l&idvé premere), la néthode de Newton est ks sur
la serie de Taylor de deu&me ordre, 0 I'on tient compte non seulement de lari¥e premere,
mais aussi de laativé seconde :

F(X)=F(x+ Ax) ~ F(x) + VF(x)TAx + ;AXTVQF(X)AX = F(x), (5.75)

ou x’ est un point dans le voisinage 8eAx = x’' — x, VIF'(x) est le vecteur gradient dé(x) et
V2F(x) estla matrice hessienne fi¢x). L'id ée consista rechercher un plateau dans I'expression
guadratique déf?(x). En cerivant I'expression d@(x) par rappora Ax et en fixant le touh zro,
on obtient :

VFE(x)+ V*F(x)Ax = 0. (5.76)

et:

Ax=—(V’F(x)) VF(x) (5.77)
La méthode de Newton propose donc d’explorer I'espace des garesnibres dans la direction
Ax qui pointe vers un plateau d&(x), c’esta-dire soit un maximum, soit un minimum.

Cette néthode converge en une seétape lorsqué’ est une fonction quadratique, puisqu’on
approxime alors une fonction quadratique par une autre fonction quadratigivalente. Lorsque
F n'est pas quadratique, cetteethode convergeayéralement &s rapidemerd condition d’avoir
un bon point de dpart & n’est pas trop loin de I'optimum), car la plupart des fonctions analytiques
s’approximent bien avec une fonction quadratigw@ntérieur d’un petit voisinage autour d’un op-
timum. Cependant, @me dans ce cas, on ne saura pas si cet optimum est minimum ou maximum.
On ne saura pas non plus si I'optimum est local ou global. De plus, lorsqlétmigie de ce voi-
sinage, la rethode de Newton peut donner désultats impevisibles. Finalement, cetteathode
comporte aussi le grosedavantage detgessiter le calcul et le stockage de la matrice hessienne,
d’'une part, et de son inverse, d’autre part. Dans le cas d’'un perceptron multicouche comportant
plusieurs centaines ouéme plusieurs milliers de poids, cela £a® totalement impossible en
pratiqué?.

11| faut se rappeler que si le vecteur gradienficliaéairement avec le nombre de pagdres libres de la fonction,
la taille (en nombre @&lements) de la matrice hessienne, ellejtawec le came de ce nombre. De plus, le meilleur al-
gorithme connu pour I'inversion d’une matrige< n posgde une complex@O(n?-37%). Quanta la méthode classique
d’élimination de Gauss, elle requiert un tenip@:*).
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Nous avons psené dans cette section lagthode de Newton non pas pour I'utiliser avec
le perceptron multicouche, mais bien pour mettre en relief lestes de la &tropropagation, et
aussi pour faire le tour des diffentes alternatives disponibles. Ceci nougmead discuter d’'un
compromis @ il ne sera pasécessaire de calculer ni d’inverser la matrice hessienne.

5.6 Methode du gradient conjugLe

La méthode du gradient posde la plupart des avantages de ktinode de Newton mais sans
'inconvénient d’avoira calculer eta inverser la matrice hessienne. Elle estéigasur le concept
des vecteurs conju@s, d’'une part, ainsi que sur la recherche d’'un minimum le long d’une droite,
d’autre part.

Les vecteurs d’un ensemb{@;} sont mutuellement conju@s par rappord une matriceA
positive cefinie (dont les valeurs propres sont toutes strictement positives) si, et seulement si,

PAp; =0, k#j. (5.78)

Comme pour les vecteurs orthogonauy, il existe une igfidiensembles de vecteurs conjagu
gui couvrent un espace vectoriel de dimensienUn de ceux est forng des vecteurs propres
deA, {z,,2,...,2,}, aSSO®S aux valeurs proprgs\;, Ao, ..., A, }. Pour le montrer, il suffit de
remplacer lep,, par des; dans lequation pecedente :

7l Az; =27, \;z; = \jzp 2, =0, k# ], (5.79)

ou la dernereégalie decoule du fait que les vecteurs propres d’'une matrice posiéfiaid sont
toujours orthogonaux. Par catpuent, les vecteurs propres d’'une telle matrice adafois ortho-
gonaux et conjuges. Cependant, cette observation ne nous aide pas beaucoup si la tarice
question correspond la matrice hessienrié*F' que I'on veutéviter de calculer dans la@thode
de Newton, notre objectétant de trouver un algorithme efficace utilisantéaizee seconde mais
sansttre oblige de la calculer explicitement.

Pour une fonction?” quadratique pogslantm parangtres libres, on peut montrer qu'il est
toujours possible d’atteindre son minimum en effectuant tout auplecherches ligaires le long
de droites oriertes dans des directions conjégs{pi, ps, - - -, P» }. L& question qui demeure est
comment construire ces directions conjags sans faireeferencea la matrice hessienne de?
L'expression @rérale d’'une fonction quadratique est déerpar :

1
F(x) = 5XTAX +dix+ec (5.80)

ou le gradientV F' est dong par :
VF(x)=Ax+d (5.81)

et la matrice hessienne p&“F(x) = A. En posantg; = VF(x)|x—x, €t en combinant ces
égquations, on peut trouver le changement de gradignt@ l'itérationt :

Agt = 8t+1 — &t — (AXt+1 + d) — (Axt + d) = AAXt (582)
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ou la variation des paragtres libresAx; au tempg est donge par :
AX; = X1 — X¢ = 4Py (5.83)

avec uny; choisi de marérea minimiserF'(x,) dans la direction de;.

On peut maintenantéecrire la condition des vecteurs conj@gude |lequation 5.78 de la
mankgere suivante :
ap{ Ap; = Ax] Ap; = Ag/p; =0, t#j. (5.84)

On remarque imiediatement qu’en consédant le changement de gradiénthaque #&rationt¢
de l'algorithme, on peut faire dispana la matrice hessienne de&djuation qui éfinit la condi-
tion des vecteurs conjugs. La direction de recherclpg sera alors conjugeea condition détre
orthogonale la variation du gradient!

A chaque iérationt de I'algorithme des gradients conjugg) il s'agit donc de construire une
direction de recherchg; qui est orthogonala {Agy, Agy, ..., Ag; 1} en utilisant une praadure
semblablea la nethode de Gram-Schmidt (section 3.1.5, page 21), qui peut se simalifet-
pression suivante :

Pt = —8 + BiPi—1 (5.85)
ou les scalaireg; peuvent se calculer de trois mareséquivalentes :

3, = Agl g _ gl g _ Agl g
’ _St St —5i-15t

= ; = , = (5.86)
AgtT—lpt—l ‘ gtT—lgt—l ‘ gtT—lgtA

5.6.1 Algorithme du gradient conjugue

Pour entriner un Eseau perceptron multicouche avec ktihhode du gradient conjuguil im-
porte tout d’abord de pré@der par groupage. En effet, puisqu’on cheralexploiter I'information
contenue dans la variation du gradient (une forme&&@e seconde), il est primordial de calculer
celle-cia partir de gradients estés avec un maximum de gmision. Sinon, on se retrouverait
surtout exploiter du bruit qui entirgeraita coup §ir la divergence de I'algorithme. Ensuite, il s’agit
de remarquer que l'indice de performance d’un perceptron multicouche n’est pas une fonction qua-
dratique, de sorte qu’on ne doit pas s’atten@i@nverger em itérations comme ce serait le cas
pour une fonction quadratique. Ceci implique qu’il faudeamitialiser la néthodea toutes lesn
itérations & chaque fois que nous passerarnsaversn directions? conjuglees successives. Pour
ce faire, nous pourrons simplement employer Etlnode de descente du gradient. Voici donc les
principalesetapes de I'algorithme :

1.t=0;
2. Choisir la prochaine direction conjuggide recherche :

_ —g: + ﬁtpt_l Sit mod m 7& 0
Pe= { -8 sitmodm =20 (5.87)

12y a aura autant de directions conjugs qu'’il y a de poids dans léseau.
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FIG. 5.16 —lllustration de la néthode du gradient conjugu

avecg; = VI (x)|x—x, €t est calcud commea I'équation 5.86 :

5 — Agl g  gle ~ Agllg

= , Pr = , D= (5.88)
AgtT—1pt—1 gf_lgt—l gtT—lgt—l

3. Faire un pas comneel’équation 5.83, en choisissantde manérea minimiser la fonction
I dans la direction de recherche:

Xt+1 = X + Oétpt; (589)

4.t=t+1,;
5. Sile criere d’arét n’est pas atteint, alors recommenadietape 2.

Cet algorithme est illuséra la figure 5.16 dans le cas d’'une fonctibhquadratiquea deux
variables. Dans ce cas, on converge en deergiions. La direction initialg, est choisie dans le
sens inverse du gradient. En faisant une recherche du minimum dans cette direction, on obtient
un pointx; sur une autre courbe de niveau. Au lieu de recommencer dans la direction inverse du
gradient, perpendiculair@ la courbe de niveau, on choisit @tiune direction conjugzep; qui
pointe alors dans la direction du minimum global, puisduest quadratique et ne p@ske que
deux pararatres libres.

5.6.2 Recherche du minimum le long d’'une droite

Pour compéter la description de la @hode du gradient conjuguil ne nous reste plus ca’
résoudre le proBime de la recherche du minimum d’une fonction le long d’une droite./Ssif)
la valeur initiale de la fonctiom minimiser etp la direction dans laquelle on veut faire cette
minimisation. Alors, on commence par calculer :

Fy = F(xq+2%p), i=0,1,...,1 (5.90)

jusqua ce qu’'on trouve urF; > F;_;, avece repesentant une distan&émentaire pour notre
recherche d’'un intervalle initial contenant le minimum. Ce dernier doit donc se trouver quelque
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8¢

>
Xo X X X3 X,

FiG. 5.17 —Etape de localisation d’'un intervalle initial de recherche.

part entreF;_, et I'; et I'intervalle de recherche est maintenadduitaa, = x, + 2/ ~2cp etb, =
xo + 2%ep (voir figure 5.17). Pour@duire davantage cet intervalle, on peut appliquer I'algorithme
suivant appél «Golden Section searsh

1. a=0.618;
2. Calculer:
¢ = a3+ (1—a)(by—a)
di = b;—(1—a)(b; —a)
F., = F(c)
F, = F(dy)
3.k=1;
4. SiF, < Fy, alors calculer (voir figure 5.18a) :
Ag4+1 = Ak
byt = di
Crt1 = 1+ (1 —a)(bpyr — agy1)
dit1 = ¢
Fy = F
F., = F(cr1)

Autrement calculer (voir figure 5.18b) :

Ap+1 = Ci

b1 = by

Crp1 = dy

dit1 = birp — (1 - Oé)(bk+1 - ak+1)
F. = Fy

Fd — F(dk+1)
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le— intervalle —» .« intervalle »

s

(@) (b)

FiG. 5.18 —Etape de éduction de l'intervalle de recherche : (a) cas &, < F,; (b) cas al
F; < F..

5 k=k+1,
6. Si||bx — ax|| > 7, alors recommencex I'étape 4.

ou 7 est un paramtre de takrance secifiant la pécision @sitee pour la recherche du minimum.
Notez bien que cet algorithme suppose gu’il n’existe qu’un seul minimum dans l'intervalle initial

de recherche.
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Chapitre 6

Nuees dynamiques

Dans ce chapitre, nous allogsudier trois variantes d’'un algorithme noraranuées dyna-
miques> et permettant d’effectuer une classification non-supéevigun ensemble d@ stimuli
{pP1,P2,...,Pg}. Lobjectif est double : produire une partition €1 classes de cet ensemble,
d’une part, et trouvek prototypesW = {,w,,w,..., xw}’ permettant de repsenter au mieux
les«centres de ces classes. Bien qu’historiquement cet algorithme n’appartienne pas au domaine
des Eseaux de neurones, plusieurs architectures neuronales, dont eeflessitians les deux cha-
pitres suivants (Kohonen et GNG), s’en inspirent en effectuant des traitements semblables. Nous
abordons donc cet algorithme en guise d’introduction @seaux non supends, baés sur I'ap-
prentissage condgtitif (voir chapitre 4).

On peutvisualiser les prototypgs, i = 1, ..., K, comme les poids d& neurones confitifs
alignés sur une seule couche, tel qu'illeskr la figure 6.1. Le niveau d’activation d’un neurone
«competitif> est cetermiré par la distance entre son vecteur de poids et le stimulus é&ntr
contrairement au neurone de typperceptros ou I'on mesurait plubt une corelation entre ces
deux vecteurs. Ensuite, la fonction d’activation catifive (compet ) retourne un 1 pour le neu-
rone ayant la plus grande sortie (le gagnant), et un O pour tous les autres :

1 sin; =max(ng), k=1,....K

0 autrement

En cas dégali€ pour la pren@re place, on fait gagner arbitrairement le neurone dont l'indice est
le plus petit.

C’estla normé|x—y/|| qui définit la distance entre deux vecteursty et donc leur manque de
ressemblance. En calculant lagation de cette norme, on obtiendra une mesure de sim@itaurit
nous permettra de regrouper les stimuli d’apprentissage égarés (classes). Habituellement,
on utilisera une norme bas sur le produit scalaire classique mais pouvant incorporer une matrice
positive cfinie A telle que :

Ix = ylla = /(x — y)TA(x — y), 6.2)

LorsqueA est la matrice ident, on parle alors de distance euclidienne ertety. Dans le cas

69
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Entrée Couche de K neurones
/" N/ \
)
P n a
—
Rx1 Kx1 C Kx1
KXxR
——~
R K
\/ \ /
n,=—|;w—pl|

a = compet(n)

FIG. 6.1 —Couche comgtitive deS = K neurones.

ou A correspona I'inverse de la matrice de covariance des stimuli d’énagaent, on parle alors
de la distance de Mahalanobis.

6.1 K-means

Lalgorithme dit du«k-means permet de partitionner I'ensemble des stimuli €nclasses
{C1,Cs, ..., Ck}. Il s'agit ici d’'une partition rigide, c’es&-dire d’une collection d&< sous-
ensembleswchaque stimulus d’erée appartiend une et une seule classe de la partifibn

U1 U2 -+ ULQ
Ug1 U22 ... U2Q

U=| . S . (6.3)
Ug1 Uk2 - UKQ

avecu, ; € {0,1} désignant I'appartenance du stimujpisa la classe’; :

|1 sip; e
Wig = { 0 autrement’ (6.4)

De plus, on impose les deux contraintes suivantes sur cette partition :

K
dug=1, j=1,...,Q, (6.5)
i=1
Q
Zu,’,j>0, 1=1,..., K. (66)
j=1

La premere sigcifie que tout stimulus doit apparteaiune et une seule classe de la partition, alors
gue la deuxéme péecise qu’une classe doit p@sker au moins un stimulus.
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1. Initialiser les centreSV (0) en choisissant @htoiremenfs” stimuli parmi les) donrees
d’apprentissage ;

2. Calculer la partition initialdJ(0) a I'aide de lequation :

L i=1,...,K, j=1,...,Q, (6.8)

S 1 si|lp; —w|| = mkinHPj — kW]
” 0 autrement

en brisant (arbitrairement) l&gali€s, s’il y a lieu, en choisissant la classe dont I'indice

est minimum;
3.t=1;
4. Répeter :
(a) Calculer les nouveaux centr@(¢) en calculant les centides des classes :
Q
> UijP;
iWZ%, i=1,... K. (6.9)

Z Ui, j
j=1

(b) Calculer la nouvelle partitiobJ(¢) a l'aide de lequation 6.8 ;
(c)t=t+1;
5. Tantque U(¢t) # U(t — 1) ett < tpax-

FIG. 6.2 —Algorithme du«k-means.

Connaissant les centr88 = [;w,w - - - xw|’ des classes, I'indice de performanceU, W)
que I'on césire minimiser peut s’exprimer de la fagon suivante :

Q K
F(UW) = 303 (i) |lp; = 6.7)

ou I'on cherchea trouver la partition qui minimise la distance entre les centres des classes et les
stimuli. L'algorithme i€eratif permettant d’optimiser cette fonction objectif essung a la figure

6.2. Il se poursuit tant que la misgour des centres engendre une modification de la partition, ou
jusqu’a I'atteinte d’'un nombre maximum détationst , ..

Un probEme avec cet algorithme est que I'on force une partition rigide des stimuli d’en-
trainement ce qui, en psence de bruit, peut provoquer une certaine instablibnsiérons par
exemple les stimuli d’entfaement reggsengs a la figure 6.3a. Dans ce cas, nous avons deux
classes bienépakées pour lesquelles I'algorithme du k-means, avee 2, convergera assement
vers la partition indigé@e par les points noirs et les points blancs. Mais si I'on ajoute un stimulus
eloigre des autres, par exemple une erreur de mesure, alors la partition éregpadtes k-means
peut devenir instable comnaela figure 6.3bétant dongé que tous les stimuli ont la@me impor-
tance dans la partition rigide. Pour limiter cegplonene, une solution consiséefaire appel aux
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®
(A ] OO (OX®) O
(@) (b)

FIG. 6.3 —Example d’'une partition rigide en deux classes : (a) cas sans bruit; (b) cas avec bruit.

notions d’ensemble flou et de partition floue.

6.2 Fuzzy K-means

L'algorithme dit du«fuzzy k-means? (le k-means flou) est semblable au k-means, sauf que
la partition engendre par les centres est floue, c’astlire que le de@gr d’appartenance; ; du
stimulusp; a la classe’; varie dans l'intervallg0, 1] au lieu détre élément de{0, 1}, comme
précedemment. L'indice de performance que I'aggstte minimiser s’exprime maintenant par I'ex-
pression :

Q K
Fu(U,W) =33 (uig)" Ips — ow|, (6.10)
j=1i=1
oum > 1 est un exposant qui fixe le niveau de flou de I'algorithme donétapes sonésunees
a la figure 6.4. L'algorithme se poursuit ainsi tant que la ndéigeur des centres engendre une
modification non Bgligeable de la partition floue, ou jusquin nombre maximum détrations
tmax- GEMEralement, on juge de la convergence en fixant un seuit I'élément de la matrictJ qui
a chang le plus. Si ce changement estéariéur au seuil fig, on considre alors que I'algorithme

a converg.

Le parangétre m de I'algorithme @termine le niveau de partage des ésgd’appartenance
de la matriceU. On fixe geréralementn = 2. Plusm augmente, plus on se trougepartager
les deges d’appartenance entre les éifntes classes. |l importe de se rappeler que I'algorithme
du fuzzy k-means, tout comme celui du k-means, impose la contraintégleation 6.5a savoir
gue l'appartenance global d’un stimulagensemble des classes est toujcdgala 1. Lorsquen
s’approche de 1, on tend alors vers le k-means puisque la partition floue devient de plus en plus

1J.C. Dunn«A Fuzzy Relative of the ISODATA Process and its Use in Detecting Compact Well-Separated Clus-
terss, J. Cybernetics, vol. 3, no. 3, p. 32-57, 1973.
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1. Initialiser les centreSV (0) en choisissant @htoiremenfs” stimuli parmi les) donrees
d’apprentissage ;

2. Fixer les paramtresm ete;

3. Calculer la partition initialdJ(0) a I'aide de lequation :

1
Ui,j: ) Z:177Ka]:177Q7 (611)

2
i <||Pj —z'W||>’”‘1

= P — ]

4. t=1;
5. Répéter:
(a) Calculer les nouveaux centf@(¢) a I'aide de Iequation :

D (uig)"

jl
W= —F7——

Q
-~ , i=1,..., K. (6.12)

7.7
Q
Z i)™

(b) Calculer la nouvelle partition floug (¢) en utilisant lequation 6.11 ;
c)t=t+1;

6. Tant que max |u; ;(t) — u; j(t — 1)| > e ett < tax;
]

FIG. 6.4 —Algorithme du«fuzzy k-means

rigide. Ceci devient un peu plus explicite eéscrivant I'equation 6.11 de la maére suivante :

| )m
1 m—1
Z:: (HPJ - kWH>

Lorsquemn — 1, 'exposant—2- tend vers l'infini et, par coresjuent, le terme de la somme du
dénominateur qui correspond au centre le plus proche du stimuldevient infiniment dominant,
de sorte que le degrd’appartenanca la classe correspondante tendra vers 1 (et les autres vers 0).

L'algorithme du fuzzy k-meanségeralise donc celui du k-means étant beaucoup moins
sensible au bruit dans les stimuligge au partage de I'appartenance entre legrdifites classes.
Ceci permet dans bien des situationgwuifer de rester pris dans des minimums locaux de la fonc-
tion objectif F,,,. L'algorithme est don&@galement beaucoup moins sensiblene mauvaise ini-
tialisation des centres. Cependant, il demeure un prmbélimportant, illustr a la figure 6.5. On
Voit sur cette figure deux nuages de points bigmeges ainsi que deux point$ et B qui semblent
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A
°
B
000 * )
0]®) [ 1)

FIG. 6.5 —Exemple d’une partition flou deux classes.

correspondr& du bruit. Typiqguement, l'algorithme du fuzzy k-means affectera ces deux points
a I'une ou l'autre des deux classes, en fonction de 'emplacement exact de ces points ainsi qu’en
fonction de la position initiale des centres. Le pghk est que peu importe cette affectation finale,
les deges d’appartenance deet B aux deux classes en question seront tous les deux 0.5 puisqu'il
sont approximativememtégale distance des centres. Césiulte de la contrainte deéljuation 6.5

gui impose un partage de I'appartenance avec une somme déségaglea 1. Autrement dit, un
stimulus sit@ a égale distance de deux centres obtiendra toujours dessbagrux d’appartenance
aux classes correspondantes, peu importe la distance@eeBans le cas de la figure 6.5, le point

A obtient un dege d’appartenance de 0.5, tout comme le p@niméme si le pointB semble a
priori beaucoup plus plausible que le paihtétant sit@ beaucoup plus ps des deux centres. Ceci

a comme coreguence d’accorder laégme importance au point qu’'au pointB. Dans le cas de
donrees bruikes, cela peut ergpher les centres de converger vers égsons denses de I'espace
d’entrée.

6.3 Possibilistic K-means

L'algorithme dit du«Possibilistic k-means® cherchea pallier aux limitations du fuzzy k-
means en levant la contrainte déduation 6.5 et en modifiant la fonction objectif de nemen
ne pas converger vers une solution triviale tous les degrs d’appartenance seraient nuls. Les
élementsy; ; de la partition floudJ doivent alors respecter les trois contraintes suivantes :

ui,j€[071]7 izl:"'aKaj:17"~7Q7 (614)

Q
Zum>0, 1=1,..., K, (615)
j=1

2R. Krishnapuram, J.M. KellekA Possibilistic Approach to Clustering IEEE Transactions on Fuzzy Systems,
vol. 1, no. 2, p. 98-110, mai 1993.
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K
>wy >0, j=1,...,0Q, (6.16)

ou les deux prengires contraintes ggifient respectivement que les degd’appartenance des sti-
muli aux classes sont compris entre 0 et 1, et que toute classe d@tpossl moins un stimulus
avec un dedr d’appartenance non nul. Ces deux contraintes sont identi&qaeBes de I'algo-
rithme du fuzzy k-means. La tro&sine contrainte, celle degluation 6.16, se distingue cependant
a la fois du k-means et du fuzzy k-means qui impasghaque stimulus d’avoir une somme des
deges d’appartenandegalea 1 @quation 6.5). Le possibilistic k-means impose @lafue chaque
stimulus appartienna au moins une classe avec un d@ediappartenance non nul. Ceci implique
que la somme des dagg d’appartenance d’un stimulad’ensemble des classes peut maintenant
étre soit plus petite, soit plus grande que 1, d’'une part, et qu’un stimulus puisse apgatteair
seule classe avec un dégt'appartenance iafieura 1, d’autre part. Dans ce dernier cas, un stimu-
lus bruig treséloigré de tous les centres pourra n’apparteniagune seule classe, avec un degr
d’appartenance arbitrairement petit.

Pour galiser ces contraintes, cependant, on ne peut pas optimisémte fionction objec-
tif que pour le fuzzy k-mean£quation 6.10), car on tendrait sgstatiguement vers des dégs
d’appartenance arbitrairement petits. Il s’agit alors d’ajouter un éewitermea cette fonction
objectif pour stimuler Emergence de; ; les plus grands possibles. On utilise I'expression sui-
vante :
K K Q
Fu(U,W) =303 (uig)™ [Py —awl[l* + D mi D (1 —ui)™, (6.17)

j=1i=1 i=1 j=1

ou lesn; sont des valeurs positives@gliates re@sentant Btendue du nuage asseaila classé€’;.
Le premier terme de cetéguation chercha minimiser les distances entre les stimuli et les centres
des classes, alors que le detmie force les;; ; a étre maximum erevitant donc la solution tri-
viale. Lesélements @s dans cette fonction objectif sont iggjui viennent ponédrer I'importance

relative de ces deux céites.

Pour optimiser cette fonction objectif, il importe de remarquer que les contrainteséegos
par le possibilistic k-meang(uations 6.14 6.16) rendent les lignes et les colonnes de la matrice
U indépendantes. En effet, lag; sont maintenant libres de changerépgndamment les uns des
autres car la contrainte deetjuation 6.6 &t levee. Ceci nous permet donc de minimiger par
rapporta U en minimisant individuellement chaque;. On obtient alors les termés,’/ de F,,, :

Fyd (g, iw) = (i)™ [Py — oW |[* +m:(1 —uig)™ . (6.18)
que I'on peut @river par rapporaiu, ; et, en affectant legsultata 0, on obtient le@sultat suivant :

1
Us 5 = T - (619)

1+ <Hpj —iW!P)’“
i

gui nous pecise la facon dont il faudra estimer la partition fleuehaque &ration de I'algorithme,
etant done les stimuli d’apprentissage et les positions des centrequition 6.19 sgrifie que le
dege d’appartenanca une classe neggpend que de la distance entre le stimulus et le centre de la
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classe. C'est exactement kesultat que nous cherchions. Il ne reste plusigBterminer la fagon
de calculer leg); qui viennent ponérer cette distance.

Le paranétrem dans léquation 6.19 reg@sente le niveau de flou de I'algorithme, comme pour
le fuzzy k-means, mais son integpation est diférente. Lorsque: — 1, I’exposantﬁ tend vers
I'infini et les degés d’appartenance deviennent binaires : 1 si la distance du stimulus au centre est
inférieuran;, 0 autrement. Au contraire, lorsque — oo, I’exposantﬁ — 0 et tous les de@s
d’appartenance deviennefgauxa 0.5 peu importe la distance entre les stimuli et les centres; on
obtient alors le flou maximum puisque tous les stimuli appartier@émites les classes avec 50%
de possibilie. Pour le fuzzy k-means on conseille habituellement 2 qui donne desésultats
satisfaisants dans la plupart des situations. Pour le possibilistic k-means, cette valeur est parfois
trop élevee, on conseille plét 1.5 < m < 2.

La valeur de); détermine la distanc& partir de laquelle le degid’appartenance d’un stimulus
a la classe devient 50%. C’est en quelque sorte la zone d’influence de laaadentérieur de
laquelle la possibilé d’appartenance est f@neurea 50%. De facon grérale, il importe donc
gue sa valeur soit carlee avec etendu du nuage des stimuli as€3a la classe. En pratique, la
définition suivante fonctionne bien :

(wiy)™ [Ipj — sw|]?
=1

Q
=7 : (6.20)

(uij)™

7=1

Cette expression rengd proportionnek la moyenne porétee des distances intra-classe. Une autre
facon de proeder est de conséder seulement dansetjuation ci-dessus leg; > «, on parle
alors d'une coupe de la partition. Dans ce cag, repesente la moyenne poaée des distances
intra-classe pour legbons»> stimuli, c’esta-dire ceux dont le degrd’appartenanca la classe est
superieuraa.

Les valeurs de); peuventétre fixees a priori, ou encorétre ajustesa chaque #ération de
I'algorithme. Dans ce dernier cas, cependant, il importe de prendre gesupions poueviter les
instabilitts pouvanté&sulter de tels changements en continu. En pratique, I'algorithme du possi-
bilistic k-means est assez robustele larges variations dg, a condition d’avoir bien initialiser
les centres. Ainsi, on peut calculer lgsa partir de la partition floue initiale, puis leg-estimer
lorsque l'algorithme a conveggune prensre fois. Ensuite, on peut recommencer la pchae si
I'on désire obtenir une meilleure estimation de la partition floue. Cette dmeétape converge
géréralement en quelquegrations seulement puisque les centres séjit dorrectement posi-
tionnés. Dans le cas de stimuli brég, elle permet de&aderminer les de@s d’appartenance aux
classes avec presque l&me péecision que dans le cas d’'un environnement noné&riies valeurs
dea entre 0.1 et 0.4 produisenégeralement dessultats satisfaisants.

L'algorithme du possibilistic k-means egtsung a la figure 6.6. Il comporte deux parties dont
la deuxeme est optionnelle. Dans les deux cas, nous adoptongrteerariere d’arét que pour le
fuzzy k-means. Pour le choix des centres initiaux, on ne peut pasgepcomme @oeedemment
en choisissant ahtoirement des stimudi I'intérieur de la base d’apprentissage car les centres
de I'algorithme du possibilistic k-means ne sont pas aussi mobiles que ceux des deux algorithmes
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1. Initialiser les centre3V (0) ainsi que la partition flou&J(0) en utilisant I'algorithme

du fuzzy k-means;
Estimer les); en utilisant Iequation 6.20 avec une coupe= 0;
Fixer les valeurs de: et¢;
t=1,;
Répéter :
(a) Calculer les nouveaux centr@(¢) en utilisant léquation 6.12;
(b) Calculer la nouvelle partition floug () en utilisant lequation 6.19;
(c)t=t+1;
Tant que n}a}x [w; j(t) — u;j(t —1)| > e ett < tyax;
Ré-estimer leg); en utilisant [lequation 6.20 avec une coupéa < o < 0.4;
t=1;
Répéter :
(a) Calculer les nouveaux centr@é(¢) en utilisant [equation 6.12;
(b) Calculer la nouvelle partition floug (¢) en utilisant lequation 6.19;
) t=t+1;
Tant que H%EJLX

Ui j(1) — ugj(t — 1) > e ett < tpax;

FIG. 6.6 —Algorithme du«possibilistic k-means

précedents. En effef cause du paragtrer,; qui restreint le rayon d’action des centres, un mauvais
choix de leur position initiale peut limiter grandement la performance de I'algorithmeéetem
empecher sa convergence. Pour cette raison, on commence habituellement avec un fuzzy k-means
qui, lui, est beaucoup plus robusteine mauvaise initialisation des centres.

Mentionnons finalement qu’en changeant la norme @églipour calculer la distance entre
un stimulus et un centre, on peut construire &tiintes variantes du possibilistic k-means. Par
exemple, en calculant la matrice de covariance floue des stimulus :

(uiy)™(p; — W) (p; — W) "
Fi - = )

Q
;(Ui,y‘)m

Q

et en l'utilisant pour calculer la norme suivante :

Ip; —iw|* = {/|Fil (p; — W) F, (D —iw),

on obtient I'algorithme dit dwpossibilistic Gustafson-Kessel

(6.21)

(6.22)
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Chapitre 7

Réseau de Kohonen

Dans ce chapitre, nous allogsudier un éseau de neurones déseau de Kohonénou en-
core carte auto-orgar@e de Kohonen. Il s’agit d’'uréseau non superdsavec un apprentissage
competitif ou I'on apprend non seulemeatmocliser 'espace des egis avec des prototypes,
comme avec les raes dynamiques (chapitre 6), méigalement construire une cart& une ou
deux dimensions permettant de structurer cet espace.

Un réseau de Kohonen est illusta la figure 7.1. Les neurones de @&seau correspondent
aux prototypes (figure 7.1a). lls sont congt#ud’'un vecteur de poids dans I'espace deséestr
(d’'une facon semblable aux centres degasidynamiques). La carte des neurones (figure 7.1b)
definit quanta elle des relations de voisinage entre les neurones. Par exemple, la figure 7.2 montre
la forme«cariee> de voisinage qui est la plus souvent uéks(les neurones y sont régengs par
des cercles vides). On voit sur cette figure que les neurones adjacent&saritte eux par des
arétes (on pourrait aussi avoir degts diagonales). Ce sont les voisins iedliats spcifies par
le voisinage\; = k du neurone, c'esta-dire 'ensemble des neuronesdiau neuroné par des
chemins dans le graphe de la carte contenant aukpdugstes.

L'algorithme d’apprentissage déseau de Kohonen est de type ceétitif (section 4.3). La
misea jour des poidg);w du neurone au tempg s’exprime de la fagcon suivante :

Hp(t) — ;w(t)] siie Ayt
Aiwl(t) = { s >O " autreme(nt) (7.1)

ou p(t) désigne le stimulus d’apprentissage au tem@s\,(t) repesente le voisinage au temps
du neurone gagnant Ce dernier est&ermire simplement en retenant I'indice du neurone pour
lequel la distance avec le stimulpsest minimum :

g(p) =argmin||p —;wl||, i=1,2,...,5 (7.2)

ou S correspond au hombre de neurones&keau.

Teuvo KohonengThe Self-Organizing Magp, Proceedings of the IEER. 1464-1480, 1990 (la version originale
de cet article remonta 1982).
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Entrée Couche de S neurones Carte auto—organisée
P n a
Rx1 W Sx1 g C Sx1
SXR
S—

\__/ \ .,
n;=- ||l-W -pll
a = compet(n)

(a) (b)

FIG. 7.1 —Réseau de Kohonen avec carte rectangulairede 6 x 7 = 42 neurones.
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(@) (b) (€)

FIG. 7.2 —Topologie de voisinage (quatre voisins) pour une cartieux dimensions : (&), = 2;
(b) Alg =1;et (C) A18 = 0.

A I' equation 7.1, il importe de remarquer que le taux d'apprentissagjele voisinage du
neurone gagnant, dépendent tous deux du temps. Eiletant d’employer au&part un grand
taux d’apprentissage ainsi qu’un grand voisinage, e&deire ceux-ci au fur e mesure que le
temps (donc I'apprentissage) progresse. On utilise souventaareigsance ligaire pour le taux
d’apprentissage :

n(t):{ﬁo—(w>t sit<r (7.3)
Nr autrement
ou 7, est le taux d’apprentissage initial, est le taux d’apprentissage final, et o délimite la
frontiere entre deux phases d’apprentissage. Bme) pour le voisinage, on peut aussi utiliser une
décroissance ligaire :
Ao(l—ﬁ) sit<r

(7.4)
0 autrement

Ao ={
Ces fonctions libaires @croissantes sont illugtesa la figure 7.3. Le paraétre marque la fin
d’'une eriode d’organisation et leédbut d’'une griode de convergence. La phase d’organisation,
gracea un taux d’apprentissa@e\e ainsi qu’un voisinagétendu, permet deggloyer la carte de
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n A A
No— /\0_
N
I >t T >t
T T
(a) (b)

Fic. 7.3 —Exemple de &croissance (a) du taux d’apprentissage et (b) de l&tiende voisinage
en fonction du temps.

neuronesd al les dongkes sont concerées. Elle permet aussi,agea une @croissance progres-
sive du taux d’apprentissage et du voisinage, gealidr la carte de maérea ce que sa topologie
corresponde au mieux la topologie des stimuli. Ainsi, les stimuli adjacents dans I'espace des
entiées seront ass@sa des neurones adjacents dans la cart@seau. La phase de convergence,
gracea un taux d’apprentissage faible et un voisinage nul, permet quelle de raffiner la position
des neurones de ma&mea les centrer sur des nuages denses de stimuli.

7.1 Algorithme de Kohonen

L'algorithme de base de Kohonen eésung a la figure 7.4. Il consista échantillonner les
stimuli d'apprentissage jusqul'atteinte d’'un certain créire d’arét. Celui-ci est le plus souvent
specifié par un nombre maximum datationt,,,, mais peut aussi tenir compte de la stabilit
des poids. Par exemple, lorsquewx; ||A;w|| < e durant plusieurs @rations, on peuté&tider
arbitrairement de stopper I'apprentissage puisquédeau moelise suffisamment bien I'espace
des entées.A chaque iération, on étermine le neurone gagnant (le plus proche) et &plate
celui-ci, ainsi que son voisinage actuel, dans la direction du stimulus courant en utilisant le taux
d’apprentissage courant.

Une variante que I'on peut aussi rencontrer consiseamplacer Bquation 7.1 par I'expression
Suivante :

Aw(t) = mog(n(O[p(E) — w(0) (75
ou »
Tig(t) = exp <— 20;&)) (7.6)

vient remplacer le voisinagk, par une fonctiorr; , qui depend de la distance topologigug, (en
nombre d'aétes dans la carte) entre le neuraret le neurone gagnagt La fonctionr, , a une
forme gaussienne telle qu'illugtea la figure 7.5. Elle se trouv@ réduire le taux d’apprentissage
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1. Initialiser les poidsw (0) avec de petites valeurséatoires ;

2. Fixerng, n,, 7 €tAg;

3.t=1;

4. Répéetertant quet < tpax -
(a) Choisir abatoirement un stimulus(t) parmi 'ensemble d’apprentissage ;
(b) Déterminer le neurone gagnajip) a I'aide de Iequation 7.2 :

g(p) = argmiian(t) —w()l], i=12,...,S5

(c) Mettrea jour les poidsa I'aide de lequation 7.1 :

(B)[p(t) —iw(t)] siie Ay()
Aiw(t) = { P 0 autrement

ou n(t) correspond au taux d’apprentissagé gtt) a un voisinage autour du neu-
rone gagnang ; n(t) et A,(t) sont toutes deux des fonctionsaoissantes dansile
temps.

) t=t+1;

FIG. 7.4 —Algorithme de Kohonen.

effectif du neuroné par rapporé sonéloignement topologique du neurone gagnant. Tout comme
pour le voisinage\,, il importe que le rayon d’action de, , décroisse dans le temps de nmsneia

ce que vers la fin de I'apprentissage, seul le neurone gagnant subisse uaganissignificative

de son vecteyw. Pour ce faire, par exemple, on peut faiseditre exponentiellement la variance

o de la gaussienne en fonction du temps :

o(t) = opexp <—i> (7.7)

ou o, définit la variance au temps initial. Pour I'integtation der; 4, il importe de se rappeler que
la distance topologique est diste :d; , € IN. Par exemple, pour, = d; , = 5 et7 = 1000 on
obtiento(1) = 4.995 et ,(1) = exp(—25/49.9) = 0.606, 7; ,(500) = 0.257 et m; ,(1000) =
0.025. Pouroy = 3, d;;, = 5 etT = 1000, on obtiendrar; ,(1) = 0.249, m; ,(500) = 0.023 et
Ti.g(1000) = 3.5 x 1077

7.2 Propriétes

Cette sectioné@sume les principales proptés statistiques de I'algorithme de Kohonen par
rapporta son espace continu d’eag X', pour lequel la topologie es&finie par une ratrique de
distance, et son espace discret de s@rtidont la topologie est guifiee par le treillis de la carte
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T[i,g A

>di,g

e 20 >

FiG. 7.5 —Fonction de voisinage gaussienne.

de neurones. Leeseau&alise donc une transformation nondaire® :
. X)) (7.8)

Cette transformation peétre vue comme une abstraction dagiation 7.2 quiétermine I'identié
du neurone gagnant engsence d’'une stimulys € X'.

Propriéte 1. Approximation de I'espace d’erie

La carte auto-organt® de Kohonen, repsenée par un ensemble de vecteurs poids synaptiques
{iw|i =1,2,...,S}, construit dans I'espace de sordie une approximation de I'espace d’exer

X, tel gu'illustré a la figure 7.6.

Propriété 2. Ordre topologique

La carte® obtenue par I'algorithme de Kohonen est ordeaopologiquement dans le sens o
'emplacement des neurones dans I'espace des sorties (le treillis) corressporedégion par-
ticuliere de I'espace des eats. Deux &gions adjacentes dans I'espace deséestseront aussi
adjacentes dans 'espace des sorties. Ceci est unéqumrsce directe dedtjuation 7.1 qui force

le vecteurs des poids synaptiques du neurone gagnant, ainsi qu’un certain nombre de poids
voisins,w € A, de ce neurone gagnamatpbouger dans la direction des stimpili

Propriété 3. Appariement des fonctions de degsit

La carte® reflete les variations statistiques des distributions de points dans I'espace é@es entr
les egions deX contenant beaucoup de stimuli seront aggegiavec davantage de neurones que
les egionseparses. Ainsi, elles seront mieux rétictes.
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Espace de sortie
discret

Espace d'entrée
continu

FiG. 7.6 —lllustration de la relation entre la carte auto-orga@s® et le vecteur,w du neurone
gagnant pour le stimulup.

7.3 Exemples

Cette section f@sente trois exemplesés de I'article de Kohonen. Le premier, illust la fi-
gure 7.7, pesente le cas d’'une cadeine dimension, c’est-dire une carte constidée d’une chine
unidimensionnelle de neurones. Les stimuli d’apprentissage pour cet exempéeksantillonies
uniformémenta l'intérieur d’un triangle. La prerare image de la figurg (= 0) montre l'initia-
lisation akatoire du éseau 0 la chdne de neurones est totalement replsur elle-rame. Ces
les preméres ierations de I'algorithmet(= 20), on commence voir appardre la chdne qui se
déplie graduellement au fil de€iations en prenant de I'expansiatiintérieur du triangle o sont
situées les stimuli. Agrs25 000 itérations, on constate que la @@ s’est comgtement éployee
pour occuper tout I'espace disponible.

La figure 7.8 pesente un exemple avec cette fois-ci une cadeux dimensions. Les stimuli
d’apprentissage pour cet exemple séobhantillones unifornémenta l'intérieur d'un care. De
nouveau, ds les prengres ierations, la carte initialee avec de petits vecteurs de poidsa#bires
se eploie en se @pliant et, aps quelques dizaines de milliers @iiations, finit par occuper tout
I'espace disponible.

Le dernier exemple @isente un cas plus compligau les stimuli sont tridimensionnels, d’une
part, et n’ont pas une topologie rectangulaire, d’autre part. lsésdmntillon@s dans un volume
syntletique dont la formévoque vaguement celle d’un cactus illéstia figure 7.9(a). Leasultat
final de I'apprentissage, doaa la figure 7.9(b), illustre le principakdfaut de I'approche de Koho-
nen. Bien que la carte obtenue approxime raisonnablement bien le volume des stimuli, on observe
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1eae 2age 25000

FIG. 7.7 —Exemple d’une carte auto-orgagisa une dimension. Les stimuli d’apprentissage sont
distribuées uniforrdment l'intérieur d’un triangle.

+

o A O

T

1209

FiG. 7.8 —Exemple d’'une carte auto-orgagisa deux dimensions. Les stimuli d’apprentissage
sont distrib@es uniforrdmenta I'intérieur d’un caré.
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e

(a) (b)

FIG. 7.9 —Exemple d’une carte auto-orgagisa deux dimensions (droite). Les stimuli d’appren-
tissage sont distribees uniforrement I'intérieur d’un volume tridimensionnel en forme de cactus
(gauche).
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Entrée Couche compétitive Couche linéaire

1 2 / 2

a n a

C w2 > >
S'x 1 $2x 1 / $x 1
xS
H H
\ VA .,
== 1lw-pll a’ =Wl

n
al = compet(n)

FIG. 7.10 —Réseau LVQ

aussi que sa topologie plus ou moins compatible avec celle deg¢ewengendre certaines aber-
rations comme, par exemple, les neurones qui se sont po&tatans I'espace des exs, entre

les branches du cactus des endroitswil n’existe aucun stimulus d’apprentissage. La topologie
fixéea priori des cartes de Kohonen constitue donc un handicap que nous tenterons de lever avec
I'architecture pesenge au chapitre suivant : léseau GNG.

7.4 Reéeseau LVQ

En utilisant les principes de I'apprentissage ceétitj on peut aussi construire ureseau
superviée nomnee LVQ. Ce €seau hybride est illugtra la figure 7.10. Sa pregrie couche
competitive permet de magliser I'espace des egs, alors que la secondedaire permet de
prendre des &cisions. Chaque neurone de la preraicouche est asséca prioria une classe,
avec gnreralement plusieurs neurones par clasSex> S?). Ceci permet deaunir des frontres
de cecision convexes dans I'espace desé&sdr Tout comme pour le Kohonen ou le€es dy-
namiques, les neurones coatitifs de la prengre couche apprenneatpositionner un vecteur
prototype dans I'espace des @&w#s et celui-ci permet de classifier uagion de ce dernierggion
gue I'on peut interpgeter comme une sous-classe de la cladsguelle chague neurone est associ

C’est la deuwx@me couche de neurones qui prend lésisions gace aux poidswfj de la
matriceW? :

2 (7.9)

w2 — 1 sile neurong est asso@ au neurone (classe)
7] 0 autrement

La matriceW? est donc fiee une fois pour toute avantéme de commencer I'apprentissage.
Les neurones de la preéme couche sontageralement @partis uniforrement entre les classes,

2En anglais xLinear Vector Quantization
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moins que I'on dispose d’informations sur leur probabibt priori, auquel cas on pourra affecter
plus de neuronea certaines classes et momsl'autres. L'apprentissage déseau LVQ consiste
simplementa positionner au mieux les prototypes en employanétder de Kohonen. Lorsqu’un
stimulus est correctement cléspar le eseau, alors le vecteur de poids du neurone gagnant
est rapprocé de ce stimulus avec un taux d’apprentissagéutrement, c’'est que le mauvais
neurone a gagnet il s’agit simplement @loigré son vecteur de poids du stimulus, au lieu de
le rapprocher, avec le @me taux d’apprentissage, dans I'espoir qu’un autre neurone @sslaci
bonne classe puisse gagner la prochaine fois :

{ np(t) —gw(t)] sia;=d, =1
—n[p(t) — gw(t)] siai=1#d;=0

Cette approche comport@anmoins une faille importanteépendant de l'initialisation des neu-
rones, lorsque pour atteindre une zone agsoisa classe, un neurone doit traverser une zone
assockea une autre classe. Parce que le vecteur de poids d'un tel neurone serag @poless sti-

muli présents dans cettégion de transit, il risque fort, en pratique, de ne jamais pouvoir traverser
cette zone, et ainsi de ne jamais pouvoir seitassifier uneégion assoéea la bonne classe.

(7.10)

Pour contourner ce praine, une solution souvent utéis consiste dans ce casion seule-
ment ajuster le vecteur du neurone gagnant, elijnant du stimulus, mais aussichoisir le
neurone le plus proche qui classifie correctement le stimulus pour le rapprocher de celui-ci. De
cette fagon, deux neurones sont aggssimulta@ment : le mauvais gagnant &igré du stimu-
lus et unéventuel futur bon gagnant est rapprecte ce dernier.



Chapitre 8

Reseau GNG

Le reseaGrowing Neural Gas' (GNG) est un@éseau constructif qui ne pose a priori aucune
hypotrese sur la topologie de I'espace des eesr Un eseau minimal est initialementéér et de
nouveaux neurones ainsi que de nouvelles connexions entre les neurones séstajdiltde
I'apprentissage non supereis

La topologie du @éseau est repsenge par un graph& = [V (¢), E(t)] ou V' (¢) désigne I'en-
semble des sommets du graphe au tetrgid”(¢) 'ensemble de ses ates A chaque sommet est
assock un neurone caraatise par un vecteur de poids synaptiquesainsi qu’un signal d’erreur
e;. Ce dernier servira accumuler I'erreur de métisation attribuable au neuronet guidera le
choix de I'emplacementtonous ajouteronsgriodiqguement de nouveaux sommets dans le graphe.
Les aétes du graphe, liant deux sommeét j, correspondent quaatellesa des connexions entre
les neurones sous-jacerschaque connexiofy, j} est asso@ unageq; ;. Une connexion jeune
implique une vraisemblan@&e\ee de la relation topologique, alors qu’au contraire, une connexion
acee signifie une vraisemblance faible de cette relation. Lors@ge Id’'une connexiongpassera
un certain seuil, celle-ci pourra mourir et disgémedu graphe. Comme nous le verrons plus loin,
a la fois les connexions et les neurones peuvent afipae dispardre du graphe tout au long du
processus d'apprentissage. C’'est pourquoi les ensefvitdes dépendent tous les deux du temps.

8.1 Algorithme

L'algorithme du GNG comprend un certain nombre de pataes essentiels. Tout d’abord,
il'y a 7 qui défini la periode de temps entre les ajouts de neurone, @dlte qua toutes les
T itérations, nous ajouterons un neurone quelque part dans le graphe. L'apprentissage du GNG,
tout comme celui du Kohonen (voir chapitre 7), est de type ditif Le neurone gagnant ainsi
gue ses voisins sonegla@s dans la direction d’un stimulus en proportion de sa distance et d’'un
certain taux d’apprentissage. Le GNG utilise deux taux distincts, un pour le neurone gagnant,
ng, €t l'autre pour ses voisins imgdiats,n,. Contrairement auéseau de Kohonen, cependant,

1Bernd Fritzke «A Growing Neural Gas Network Learns Topologiepublié dansAdvances in Neural Informa-
tion Processing Systems@. Tesauro, D.S. Touretzky et T.K. Leerd{teurs), MIT Press, Cambridge MA, 1995.

89
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ces taux demeurent fixes tout au long de I’apprentisségalement, le voisinage est & 1,
c’esta-dire que seuls les voisins ingliats du neurone gagnant septhcent. Les connexions
entre les neurones ne peuveapdsser uage maximun,,.., Sinon elle meurent et disparaissent.
Finalement, on utilise aussi un paraire o pour contdler I'oubli des signaux d’erreur assési
aux neurones diueseau. Ledle piécis de chacun de ces partnes est explicet dans legtapes
suivantes :

1. Initialisation :V = {z,y} et & = {{z,y}} avec,w(0) et,w(0) initialises abatoirement

avec de petits poids synaptiques dans I'espace desesntr,(0) = e, (0) = a,,(0) = 0.

2. FixXertmax, T, g, v, Amax €L,

3.t=1.

4. Réepéter tant quet <ty

(a) Chaisir abatoirement un stimulus(t) parmi 'ensemble d’apprentissage.

(b) Déterminer les deux neurones gagnantst g les plus peés dep(¢) :

g = arg min Ip(t) —iw(t)]| (8.1)
= ar min t) — wi(t 8.2
92 g i [[p(t) —w(t)] (8.2)

(c) Incrementer lesiges de toutes les connexions adjaceatgs

V{i,g1} €E: aig = aig +1 (8.3)

(d) Incrementer I'erreur assd@@ au premier gagnant :

eqr = €g, + |[P(t) — gw(1)] (8.4)
(e) Déplacer les vecteur de poids synaptiqueg;det de ses voisins imatiats dans la
direction dep(t) :
Agw(t) = n9[p(t) — ow(t)] (8.5)
Ayw(t) = mp(t) —ow(t)], vely, (8.6)

ouA, ={ieVl]i#giet{i,g} € E(t)}.
(f) Si{g1, 92} € E(t), alorsa,, 4, = 0; autrement :

E(t) = E(t) U{{91,0:}}, ag,.0(t) =0. (8.7)

(9) Retirer deE toutes les connexions pour lesquelles > anmax; retirer aussi tous
les neurones qui se retrouveraient &ol[sans aucune connexion) suitéa mort de
connexions.

(h) Sit mod 7 =0, alors:

i. Déterminer le neurongposgdant I'erreur maximum :

¢ = argmaxe; (8.8)
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ii. Déterminer le neurong voisin deq, pos€dant aussi I'erreur maximum :

r = argmax e; (8.9)
1€Ag

iii. Insérer un nouveau neuronea mi-chemin entreg etr :

W(t) = —qw(t) + rW(t), €r = @, eq = &

. (8.10)

iv. Remplacer la connexiofy, r} par les deux connexios, =} et{x, r} aveca, , =
azr = 0.

(i) Réduire les signaux d’erreur de tous les neurones :

e =ae;, YieV(t) (8.11)

() t=t+1.

8.2 Exemple

La figure 8.1 illustre la capaétqu'a le GNGa apprendre la topologie des dé@as. Pour cet
exemple, les dorges d’apprentissage ogif gereréesa partir de quatre distributions uniformes :
la premere dans un volume tridimensionnel en forme de prisme rectangulaire, |l&deugur une
surface rectangulaire appessur I'une des faces du prisme, la tréise le long d’'un segment de
droite au bout de la surface et la démd le long d’'un anneau au bout du segment de droite. La
figure montre le graphe déseauwa differents instant durant 'apprentissage. Initialement (en haut
a gauche), on commence avec éagau de deux neuroneadipar une seule connexion. Au fil des
itérations, des neurones sont agsitlans le graphe aux endroits lerreur de moélisation est
maximum A la fin, nous seulement l&seald apprish moctliser I'espace d’enée, mais il a aussi
reussia apprendre la topologie des @ifentes formeéchantilloniees !
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FiG. 8.1 —Exemple d’'un GNG entiaé sur des stimukchantillonrés dans un volume en forme de
prisme rectangulaire, sur une surface rectangulaire afgegserpendiculairementl’une des faces
du prisme e& une courbe en forme d’anneau au bout d’'une tige appad’'une des exémiés de

la surface.



Chapitre 9

Architectures ART

Les architectures ARTsont issues des travaux de Stephen Grossberg et Gail Carpenter. Elles
sont bages sur une #orie d’inspiration biologiqueassez complexe sur laquelle nous n’insis-
terons pas. Elles se manifestent par&lifintes implantations épifiques dont celles noméms
«ART1», «<ART2», «<ART3», «fuzzy ART», «<ARTmap», «fuzzy ARTmap, etc. L'architecture
ART13 pos®de la particularé de n'accepter que des s binaires, alors que le ARTaccepte
des entees continues en incorporant aukecanismes du ART1 d#fentes oprations complexes
de normalisation. Quant au ART,3l développe le ART2 davantage en lui ajoutant un nouveau
méecanisme deéinitialisation biologiquement insg@r Ces trois architectures utilisent toutes un
processus d’apprentissage non supénvidans ce chapitre, nous allons nous concentrer sur une
quatréme architectureggalement non superéis, nomnge fuzzy ARP, qui posgde la relative
simplicité du ART1 tout en offrant la capaeitlu ART2a traiter des enées continues.

Nous aborderons ensuite une des versions sugewvides architectures ART : le fuzzy ART-
map qui permet non seulement un apprentissage sug@grmsiségalement un apprentissage
incréemental des connaissances, ca&stire un apprentissage ¢ous les stimuli ne sont pagces-
sairement disponibles en tout temps. Ainsi, on peut par exemple apprendre avec un premier sous-
ensemble de stimuli, puis mettre ce dernier @ et poursuivre I'apprentissage avec un autre sous-
ensemble sans que les connaissances acquisegipmment soient oulgkes par le@seau. Ceci
n’est tout simplement pas possible avec d’autres architectures neuronales comme, par exemple, le

1En anglais xAdaptive Resonance Theory

2S. GrossbergStudies of Mind and BrairBoston : D. Reidel Publishing Co., 1982.

3G.A. Carpenter et S. Grossberg) Massively Parallel Architecture for a Self-Organizing Neural Pattern Recog-
nition Machine>, Computer Vision, Graphics, and Image Processil. 37, p. 54-115, 1987.

4G.A. Carpenter et S. GrossbergART2 : Self-Organization of Stable Category Recognition Codes for Analog
Input Patterns, Applied Opticsvol. 26, no. 23, p. 4919-4930, 1987.

5G.A. Carpenter et S. GrossbergART3 : Hierarchical Search using Chemical Transmitters in Self-Organizing
Pattern Recognition ArchitecturgsNeural Networks, vol. 3, no. 23, p. 129-152, 1990.

6G.A. Carpenter, S. Grossberg et D.B. Rosefuzzy ART : Fast Stable Learning and Categorization of Analog
Patterns by Adaptive Resonance Thegryeural Networks, vol. 4, p. 759-771, 1991.

’G.A. Carpenter, S. Grossberg et J. Reynotd@jzzy ARTmap : A Neural Network Architecture for Incremental
Supervised Learning of Analog Multidimensional Map$EEE Transactions on Neural Networks, vol. 3, p. 698-713,
1992,

93
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Rx1

2R N

FIG. 9.1 —Architecture du eseau fuzzy ART.

perceptron multicouche qui, lors de la deemie phase d’enti@aement, oubliera &s rapidement
(en quelgueségriodes) tout ce qu'il a appris lors de la préma phase. Pour permettre I'apprentis-
sage incemental, le fuzzy ARTmap combine deweseaux fuzzy ART @rcea un carte associative
(«maps> en anglais ; d’a le nom«ARTmap»).

9.1 Fuzzy ART

Le fuzzy ART est un @&seau comititif a deux couches de neurones tel qu'illasarla fi-
gure 9.1. La prengire couche, née E¢, serta coder les stimuli d’enée avec un encodage dit
«compEmentaire. La deuxéme couche est une couche cdtifive semblablé celle du Koho-
nen. Cependant, tout comme les autres architectures ART, le fuzzy ART incorporecanisme
de etroaction permettant de stabiliser les prototypes appris dans les vecteurs de poids qui relient
les deux couches. Ceéuvanisme dit de&résonance est contblé par un paragtre p qui permet
de €-initialiser au besoin la couche coatjtive. Pour chaque stimulus d’ea#, les sortiea? du
réseau sgcifient une cagorie parmis.

Un peu comme le GNG, le fuzzy ART est ueseau constructiftode nouveaux neurones
sont allowes au fil de I'apprentissageéf&ralement, on fixe augpart un nombre maximum de
neuronesS, ce qui fixeeégalement un nombre maximum de égaries de stimuli. Initialement,
aucun neurone n’est actif, le premier stimulus d’apprentissage activera le neuroné associ
premere caégorie. L'allocation suliquente de nouvelles égjories épendran la fois des stimuli
et des paragtres de 'algorithme.

Les entees d’'un fuzzy ART doivergtre des ensembles flousfohis sur un &ferentiel discret.
Soit p la repésentation vectorielle d’'un ensemble flaudéfini sur un eférentiel discretR =
{ri,ra, ..., TR} :

E={(rj,pj)lrjeRet0<p; <1}, j=1,...,R (9.1)

ou 0 < p; < 1represente le degrd’appartenanca E de I'élementr; du réferentiel. Le vecteur
p = [pip2---pr|T peut ainsiétre interpett comme un point dans un hypercube unitaire/tle
dimensions, comma la figure 9.2 @ R = 2. Pour pouvoir utiliser un fuzzy ART, il s’agit donc de
transformer (normaliser) nos stimuli d’apprentissage de anaailes faire tous entrex I'intérieur
d’'un hypercube unitaire, pour en faire des ensembles flous.
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r, A
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0 1 1

FIG. 9.2 —Repgsentation vectorielle d’'un ensemble flaudéfini sur un Eferentiel de deux
éléments.

Le réseau fuzzy ART éfinit trois paramtresa, n etp :
a>0, 0<n<l, O0<p<l1 (9.2)

ou « represente un paragtre de 8lection,n le taux d’apprentissage ele taux de vigilance. Nous
allons expliciter la signification de ces paratmes ci-dessous.

L'algorithme du fuzzy ART seé@sume auxtapes suivantes :
1. Initialiser les poiddV = [w,w --- gsw|T avec des 1;
2. Fixera,netp;
3.t=1;
4. Repétertant quet < tyay
(a) Choisir abatoirement un ensemble flpt) parmi la base d’apprentissage ;
(b) Effectuer I'encodage cominentairek® :

al(t) = [p(’ﬂ 9.3)

oup®=[(1-p)(1—ps)---(1—pgr)]* repesente le compiment flou dep.
(c) Calculer les niveaux d’activationf des neurones de la pre@né couche :

U GIA R G
nl(t) = T =1,...,5, (9.4)

Y

ou « est le taux de&ection,| - | désigne la normé du vecteur :

x| = [la - wa)T) = 3, (9.5)
=1
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etx Ny repesente l'intersection floue entkeety :

T1 U1 min(xlayl)
T y min(xso, y
N e I (9.6)
T, Yn min(z,,, y,)

(d) Calculer les sorties de la couche cagtifive :

1 sin/(t) = max n}(t
a(t) = Q j=1-5 ;) L i=1,...,8. (9.7)
0 autrement

Soitg = arg max njl.(t), I'indice du neurone gagnant.

(e) Sile degé de Esonance du neurogevec les sorties de la couche d'é&west inérieur
au seuilp :
la'(t) N yw(t)|
|a(2)]
alors bloquer temporairement le neurgn@our qu’il ne puisse plus gagner et retourner
a I'étape 4d pour choisir le prochain gagnant.

() Libérer tous les neurones blaegi
(g) Mettrea jour le prototype du neurone gagnant :

Agw(t) =n[(a'(t) N gw(t)) — gw(t)], (9.9)
ou 7 est le taux d’apprentissage.
(hyt=t+1;
Fin

La premere chose que 'on peut remarquet’ équation 9.3 est que la norme des vecteurs
encods demeure toujours constante :

< p, (9.8)

R R R R
'O =>pi+> (1—p)=>p+R-> p=R (9.10)
i=1 i=1 i=1 i=1

Le processus d’encodage permet donc de normaliser en amplitude les stimuéel’entr

Le niveau d’activatiom; du neurone de la couche conitive, calcuésa I'équation 9.4,
permet de mesurer le dégde ressemblance entre le stimulus deatr!, exprimé dans son en-
codage com@mentaire, et le vecteur de poigs. En posantw = [x y°|]7, oll x ety sont deux
vecteurs quelconques dans I'espace des stimuli, on obtient I'ibtatfmn gonetrique de la figure
9.3 pour le cas particulier d’'un espazdeux dimensions. L&gion cefinie par le rectangle en trait
plein correspond la zone d’activi¢ du neuroné. Pour tous les stimulp situésa l'intérieur de
cette zone, le nugrateur de Bquation 9.4 seragala :

p X| | pNx | |X — W

1
a nN,w= c c
(pUvy) y
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r, A

0 >
r

1

FiG. 9.3 —Régions assoéesa;w = [x y°|” (en trait plein) eta a’ N ;w (en trait pointill).

liw]

Par congquent, on obtient dans ce das$ N ;w| = |;w| etn! = i C'esta-dire une valeur
inférieurea 1. Pour unw fixé, plusa sera grand, plus le niveau d’activation sera petit et, inverse-
ment, plusw sera grand, plus le niveau d’activation tendra vers 1 pour danre.

Pour les stimulip situésa I'extérieur de la zone, comniela figure 9.3, l'ogrationa! N ;w
engendre la nouvelle&egion indigqwe en trait pointik. Pour cetteggion, nous aurona! N;w| <
|;w| et le niveau d’activation calcélsera nettement iéfieura 1. Ainsi, les neurones dont lagion
assocee englobep gagneront la congition avant les autres, et s'’ils sont plusiearbenglober,
c’est celui dont laggion est la plus petite qui seraaagé gagnant.

Soit Z; la region assoéea;w. Dans le casgréeral d’un espace des stimaliR dimensions, il
s’agit d'un hyper-rectangleadini respectivement par les coir&ty de ses composantes minimum
et maximum. La dimension de cettegion peut se calculer de la fagcon suivante :

1Zi| = |y — x| (9.12)

Pour qu’un vecteuyw puisse changer de valewrquation 9.9), il faut que le neurone correspon-
dant gagne la condgtition de I'equation 9.7 et que celui-ci &@houe pas le cete de esonance
de I'équation 9.8. Dans ce cas seulementgélgion Z; assoctea ce neurone pourra grandir et,
éventuellement, englober le stimulus d’é&etr Si I'on pose un taux d’apprentissage= 1 a

I’ équation 9.9, on parle dans ce cas d’apprentissaggantag@», alors la egionZ; sera agrandie
juste assez pour englober le stimujusDans le cas particulier d’'un neurone inactif (un neurone
qui n'a jamais gaga), c’esta-dire un neurone dont |ev ne contient que des unétépe 1 de l'al-
gorithme), on obtiendraw (¢ + 1) = a'(¢) et la iegion Z; sera limié au pointp(¢). Par la suite,
'apprentissage ne pourra qu'augmenter la taille deefian Z; et, par consquent, la norme de
;w ne pourra que diminuer. En fait, toujours sous I'hygsth dep = 1, on peut montrer que la
régionZ; correspondra toujours au plus petit rectangle (ou hyper-rectangle) englobant 'ensemble
des stimuli qui vont faire gagner eétsonner le neuronieau cours de I'apprentissage.

Le critere de esonance dedquation 9.8 impose une contrainte sur la taille maximum que peut
atteindre les&gions assoées aux neurones du fuzzy ART. En effet, &ndminateufa’(t)| = R
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est une constante et il faut que :
! (t) N yw(t)] > Rp 9.13)

pour que le neurone gagnant puisse subir une modification de son vecteur de poids. Or :

ool = (B[]
o _pﬂx
B _pcﬂyC]
. _pﬂx

_(pUy)Cl
pNx|+R—[pUy|

= R—(lpUy|—[pNx])
— R-1z,0pl 014

ou Z, @ p désigne la plus petiteégion (hyper-rectangle) qui englobda foisZ, et p (voir figure
9.3 aved = g). Par congguent, on obtient I'expression suivante :

|Zy @ p| < R(1—p) (9.15)

qui specifie la taille maximum qu’uneégion peut atteindre en fonction du taux de vigilapce
Plus il est grand, plus leggions sont contraintesde petites taillesA la limite, lorsquep — 1,

le fuzzy ART apprendra les stimuli par cceur! Plus il est petit, pluséggns pourront ciitre.

A la limite, lorsquep — 0, un seul neurone pourrait couvrir tout I'espace d’eatret le éseau
ne produirait plus qu’une seule égorie. Lorsque le neurone gagnant ne respecte pas éeecrit
de resonance, alors il est temporairement éstle la comgtition et le neurone suivant ayant le
plus grand niveau d’activation eslectionre a son tour. Ce processus espate jusqua ce qu’on
trouve un neurone quirésonne. Ceci sera toujours possible dans la mesurkegseau comporte
encore des neurones inactifs (la preuve estéaien exercice).

(deMorgan)

Géreralement, dans le cas d’'un stimulus qui ne ressetdacune des agagories actives,
c’esta-dire lorsque le neurone gagndrthit peccdemment inactif, on fixera automatiquement
le taux d'apprentissage = 1 pour passer en mode d’apprentissag@stanta@s. Sinon, si le
stimulus engendre l&&sonance d’'une dagorie existante, alors on fixera un taux n < 1 tel
gue sicifiee par I'utilisateur.

Finalement, mentionnons que le pardme de 8lectiona est habituellement f&xa une petite
valeur telle que, par exemple, 0.01. Ainsi, le neurone gagnant sera celui dégida assoée
requiert un minimum d’agrandissement relatif pour pouvoir englober le stimulus &éehimrsque
a — oo, ce n'est plus le pourcentage d’agrandissement qui compte, mais seulement la dimension
finalle.

9.2 Fuzzy ARTmap

Le fuzzy ARTmap est unéseau supenéscapable d’effectuer un apprentissage énoental.
Il est constit@ de deux@&seaux fuzzy ART respectivement nogsmMRT, et ART,, tel qu'illustré
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FIG. 9.4 —Architecture du eseau fuzzy ARTmap.

a la figure 9.4. Lesaseaux ARJ et ART, sont relés entre eux par un champ associatif na&nm
Frd, Ce champ est utilsspour effectuer des @dictions associatives entre leségaries du module
ART,, qui sont assoées aux stimuli d’enée, et celles du module ARTqui sont assoées aux
sorties @sirees.

En mode d'apprentissage, on propage un stimulus @&erdans le module ARTet, simul-
tanement, on propage le vecteur des sortiesiées dans le module ARTLes caégories produites
par les deux modules sont alors congema I'aide du champ associafi”’. La matriceW,,; de
dimensionS, x S; contient des vecteurs de poids assodésa chacune deS, caggories du mo-
dule ART,. Lorsque la cagorie: produite par le ARJ résonne avec la aggoriej produite par le
ART,, alorsw; est modifée pour ressembler davantagea?, la sortie de ARJ. Sinon, le module de
résonance d&”? transmet un signal au ARTpour que celui-ci produise une nouvelle &grie.
Ce processus est recommeénasqua ce que I'on trouve une associatioregdate.

En mode de reconnaissance, on ne propage rien dans le moduje é€tli-ci demeure inac-
tif. Le stimulus d’entée est simplement propaglans le module ARTet la caégorie produite est
utiliseée pour 8lectionner le vecteur correspondant dais,.
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Plus formellement, voici toutes I&sapes de I'algorithme d’apprentissage du fuzzy ARTmap :
. Initialiser les poiddWV ,; = [w; wy - - - wg, | avec des 1;
. Fixer les para®@tres des modules AREt ART,;

1
2
3. Fixern,q etp,q deFr?;
4. t=1;
5. Répétertant quet <ty -
(a) Choisir un couplép(t),d(t)) parmiles donées de la base d’apprentissage ;
(b) Propagep(t) dans le ART,;
(c) Propagerl(t) dans le ART;;
(d) Calculer la sortie d&"? :
ay,q = ag N wh (9.16)
ou a? désigne le vecteur de sortie de AR@t g corresponda la caégorie produite par
le ART,,;

(e) Sile dege de Esonance d&*? est inferieur au seuib,,, c'esta-dire si :

a

| pj' < Pods (9.17)
|ag|

alors augmentey;, juste assez pour forcer le AR& produire une nouvelle égorie et

retournera I'étape 5d. Pour ce faire, il faudra fixer temporairemgrnégerement plus

grand quga,, N w?|/|a].

(f) Mettre a jour le vecteur gagnant d& :
Wg<t + 1) = Ppd ag + (1 - p’pd) Wg(t) (918)

(9) S'ily alieu, remettrep, a sa valeur initiale ;
Fin

Plus souvent qu'autrement, le fuzzy ARTmap est @ilmur faire du classement. Dans ce
cas, la dimensioik, de I'espace d’enée du module ARJ correspondra au nombre de classes et
les vecteurs d’enéied seront restreinta des ensembles non flous, c’'astlirea des vecteurs dont
une des composantes est 1, et toutes les autres sont 0 (coins de I'’hypercube). Les taux de vigilance
et d'apprentissage seront = p;, = 1 de manérea ce que les vecteurs de sorti€sites soient
appris par cceur et instantament. Autrement dit, le module ARTe sert presga rien dans ce
cas, sinora produire un indice de classe. De satec le module AR contiendra au moins autant
de neurones qu'il y a de classes, mais typiquement del@ fois plus, pour pouvoir éer des
frontieres de écision complexes forées de plusieurs hyper-rectangles entédates paragtres
du module ART, seront fixées de marirea ce que celui-ci puisse bien m&iber son espace des
stimuli. On emploiera un taux d’apprentissa&ewe (1, = 1) siles donies sont peu briges, et un
taux plus faible (p.exy, = 0.5) en pesence de bruit. Le taux de vigilance sera d’autant @lexe
gue I'on cherche classer correctement toutes les der® Mais gare au sur-apprentissa@da
limite, si p, = 1 on apprendra lifralement par cceur toutes les dees mais lagréralisation sera
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TAB. 9.1 —Valeurs suggrées pour les paraatres du fuzzy ARTmap dans un contexte de classe-
ment.

| Parangtres | Intervalles| valeurs sugérées|
a, = 0.01
Qg = 0.01
05<n,<1
taux d’apprentissage |0, 1] ng =1
Tpd = 1
0.5 < pp < 0.9
taux de vigilance 0,1] pa =1
Ppd = 1

taux de &lection 10, 00|

TAB. 9.2 —Valeurs suggrées pour les paragtres du fuzzy ARTmap dans un contexte d’approxi-
mation de fonction.
| Parangtres | Intervalles| valeurs sugérées|

a, = 0.01

Qg = 0.01
05<n,<1
taux d’apprentissage |0, 1] 05<n <1

Npd = 1

05<p, <09
taux de vigilance 0,1] 0.5<p,<0.9
Ppd = 1

taux de &lection 10, 00|

catastrophique en gsence de bruit. Une valeur comprise dans l'intervalie> p, > 0.9 produit
géréralement de bongsultats. Finalement, le taux d’apprentissage du champ assdtiasifst
souvent fix an,; = 1 pour apprendre instantament les bonnes associations dé&gatie. Dans
ce cas, la valeur du taux de vigilangg n’a pas d’'importance (on la fixe doacl). En conclusion,
le tableau 9.1 donne des valeurs seiggs pour les paragires du fuzzy ARTmap dans un contexte
de classement.

Dans un contexte d’approximation de fonction,d&erdu module ART prend toute son impor-
tance. C’est lui qui produira des égiories de valeurs pour la fonction que I'on tente de @fiedr.
Pour une fonction scalaire, nous aurdtis= 1. Pour une fonction vectorielle, nous aurdiss> 1.

En variant la vigilancep, nous pourrons varier la pcision de I'approximationA la limite, en
fixant p; = 1, nous pourrons apprendre par cceur toutes les valeurs ayanadayprentissage.

Il faut donc prendre garde au sur-apprentissage et limiter ce paaria plage).5 < n; < 0.9,

tout comme pour la vigilance du module ARTENn ce qui concerne les paratres du module
F74, il sont souvent fiksan,y = p,u = 1, tout comme dans le contexte de classement. Le ta-
bleau 9.2 esume les valeurs sugges pour les paragtres du fuzzy ARTmap dans un contexte
d’approximation de fonction.

Mentionnons finalement que, dans un contexte d’approximation de fonction, contraigment
celui d’'un probéme de classementida sortiea,; du reseau fuzzy ARTmap indique directement
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l'indice j de la classe ass@a au stimulus d’ente, la valeur de la fonction rechegzghdoitétre
extraite du module ARTen allant chercher le vecteur de pojgs’ = [x y°|7 assock a cet indice
de classe et en calculant le centxe+ y)/2 de sa égion.



Chapitre 10

ACP et apprentissage hebbien

L'analyse en composantes principales (ACP) est uathode d’analyse des doms qui per-
met de eduire la dimension d’'un espace d'dédren ne retenant que les axédavariance est im-
portante. Soit un ensemble devecteurs{p;, ps, ..., pg} définis dansk”. Ces vecteurs forment
un nuage de points dans un espacedimensions. En choisissant de nouvelles bases ésited
repesenter ces vecteurs dar’g, avecm < n tout en minimisant la perte d’'information.

Shannon éfinit 'information contenu dans une variableeatoire X = {x,2o,...,2x} &
partir de son entropié/ (X) :

Z Nxy) log[Pr(xy)] = — Ellog(Pr(xy))] (10.1)

ou Pr(z;) désigne la probabil@ de rencontrer |&°™ réalisation deX et E repgsente I'esprance
mathtematique. L'entropie nous dit que plus wppos&de une probabiiélevee, moins il contient
d'information.A la limite, lorsque la variable devienéterministe, c'esé-dire lorsque Ri;,) — 1
pour un certairk et que, par corejuent, Prz;) — 0 pourV; # k, alors I'entropie tend vers O.
Cette @finition suppose cependant que nous connaissions a priori la loi decd@@sios variables
aléatoires ce qui, dans la pratique, n'est pas toujours le cas. Cependant, si I'on suppose qu’elles
obéissent des lois gaussienries
1 (v — p)?
Pr(z) = Joro exp l 572 ] : (10.2)

ol 1 repiesente la moyenne et la variance, alors I'entropie devient :

g

H(z)=E B log(27702)} 4 ;E l(‘” —# )21 _ ;log(27r02), (10.3)

et I'on observe gu’elle neapend plus que de la variance. Par @gent, dans le cas de distribu-
tions gaussiennes, on peut conclure que la variance est synonyme d’information.

INotez bien que la loi de Gauss s’'appligaieine variable &atoire continue. Dans ce cas, il faut remplacer la
sommation par une iggrale dans équation 10.1.
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FiG. 10.1 -llustration des composantes principales pour un nuage de points en deux dimensions.

Ceci nous amanea cefinir I'analyse en composantes principales en termes de la variance et
de la covariance entre les difentes composantes de nos stimuli. Intuitivement, nous recherchons
les directions dans nos nuages de pointdaovariance est maximale, tel qu'illuéta la figure
10.1 dans un espacedeux dimensions,loz, etz, donnent I'orientation des deux composantes
principales et I'ellipse symbolise I'hypatise de distribution gaussienne des vecteurs qui est sous-
jacentea I'ACP.

Tout d’abord, calculons la moyenipede nos stimuli :

P Ly 104
p—akzz:lpk- (10.4)

C’est le centre du nuage de points. La matrice de covari@hde nos stimuli est dorée par :

r 2 2 2

01 Ol c Op, |
2 2 2
1 & B B 031 O “'° Oy
C=——>@E:—D)P:—D)" =] _ _ (10.5)
Q-1 : -
[ o0 O O |

ou afj repesente la covariance entre les composanges de nos stimuli, et est leur dimension.
Une matrice de covariance est toujours gymgue et positive éfinie (valeurs propreelles et
positives).

Pour trouver les composantes principales de nos &kl s’agit de dterminer les valeurs
et les vecteurs propres de la matricgvoir section 3.2.3). Les vecteurs propres@eléfinissent
dansi” les orientations des composantes principales de nos stimuli lorsque I'origine de I'espace
vectoriel est épla@ enp. Les valeurs propres, quantlles, repesentent I'importance de chacune
de ces composantes. Elles correspondent aux variances dégddmmsque projées dans chacune
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de ces orientations. Soit la matriZzedont les colonnes contiennent lkesecteurs propres dé :
Z =212 2, (10.6)

Alors Z est une matrice de rotationpt = Z ' (p, — p) = Z” (px — p) repesente le stimulup,,

apres translation et rotation des axes dans la direction des composantes principales. Sil'on calcule
la matrice de covarianc€’ desp), on obtient alors une matrice diagonaledont lesélements
correspondent aux valeurs propresde

AN O - 0
0 Xy -+ 0

A= 2T (10.7)
0 0 - M\,

Sans perte deayéralite, supposons que les vecteurs propresont trés en ordre ecroissant
de leur valeur propre A\; > \;.1, ¢ = 1,...,n — 1, alors l'analyse en composante principale
consistea choisir lesn premiers vecteurs propres as&scaux plus grandes valeurs propres, c’est-
a-dire ceux qui maximisent la variance. Poedluire la dimension de I'espace de rfeggntation de
nos stimuli, il suffit donc de construire la matri¥€ suivante :

W =(z122...2,], m<n (10.8)
et de s’en servir pour projeter l@g den dimension erp) am dimension :
p=W'(p—p), k=1...,Q. (10.9)
La proportion de la variance deg contenue dans lgs, se mesure habituellement par le ratio :
moN
=L s 7 (10.10)
im1 i

gue I'on peut contraindre, par exemple, auxcomposantes principales qui expliquent au moins

T > 95% de la variance des stimuli d’origine. La trag®_, \; de la matrice\ sert icia mesurer la
variance globale des stimuli d’apprentissage. Il s’agit d’'une mesure de volume, ou d’hyper-volume,
tout comme la norme est une mesure de longueur. Une autre mesure de volume pour un nuage de
points consista calculer le éterminant de la matrice de covariance. Ainsi, on pouégélement

choisir nosm composantes de la fagon suivante :

i=1 i

> T
n Y
i1 A

(10.11)

Mentionnons finalement qu’on peut aussi utiliser les valeurs propres de I'analyse en compo-
santes principales pour effectuer un blanchiment de nos stimuli en effectuartkiom suivante :

P =0 k=10, (10.12)
ou A,, reptesente la matrice diagonale degpremeres composantes de:
/\1 0 Ce 0
0 X -+ 0
0 0 - A\,

ce qui engendre une matrice de covariance unitaire pogy;les
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10.1 Regle de Hebb

L'apprentissage par lagle de Hebb (voir section 4.2) exprime la variation de poids en fonc-
tion de la corelation entre I'enteep et la sortien d’un neurone :

Aw =npa. (10.14)

Cette egle nous dit que plus le&éponse du neurone sera forte @isds d’'un stimulus, plus la
variation de poids sera grande.

Dans le cas d’un neurone &aire, nous avons la relatian= w’p = p”w. En interpétantw
comme une direction dans I'espace des stimuli et en supposant que les stimulielsntt cenés
sur leur moyenre on peut se @&er l'indice de performancg suivant :

F=a*=(w'p)(p'w), (10.15)
visanta maximiser la variance. Pour un modi || fixé, on obtient une e§panceF(F) :
E[F] = E[(w"p)(p"w)] = w" E[pp’]w = w' Cw (10.16)

qui depend de l'orientation de et de la matrice de covarian€e des stimuli. Clairement, on
constate qué’ sera maximum lorsque sera orier# dans la direction de la composante principale
deC.

Le probEme majeur avec cette formulation de égle de Hebb est que celle-ci est instable.
Le module dew aura tendanca crdtre sans cesse et I'approche diverge presque toujours. Une
solution consist@& normalisem :
w(t)+npa

w(t+1) = Tw(t) T pal (10.17)

10.2 Regle de Oja

Une autre solution consiséeadopter une approximation dédjuation 10.17, nomee«regle
de Oja?3 :
Aw =na(p —aw) =n(ap — a*w) (10.18)
Pour voir que cetteagle posade bien le potentiel de trouver la composante principale des stimuli,
il suffit de calculer I'esprance de la variation des poids :

E(Aw) = E[n(ap — a*w)] (10.19)
= nEp(p'w) - (w'p)(p'w)w]| (10.20)
= nE[(pp")w — w' (pp’)ww] (10.21)
= n(Cw —w!/Cww) (10.22)

2Si ce n'est pas le cas, il suffit de le faid’aide de lequation 10.4.
3E. Oja, «A Simplified Neuron Model as a Principal Component Analyselournal of Mathematical Biology
vol. 15, p. 239-245, 1982.
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Entrée Couche de S neurones
/" \/ \

)
P n / a

Rx1 W Sx1 >/ S><1>
SXR

N—

R S
\/ \ /

a = purelin(Wp)

FIG. 10.2 —Réseau permettant d’effectuer une analys&emmposantes principales.

Aprés convergence, on obtieA{Aw) — 0 et :
Cw = (W Cw)w = \w (10.23)

ce qui nous indique, paréfinition (voir section 3.2.3), qué = w’Cw est une valeur propre
de C etw le vecteur propre qui lui est assecFinalement, en substituanétjuation 10.23 dans
I'expression de\, on obtient :

A=wlw = \||lwl|? (10.24)

ou ||w|| est la norme euclidienne de. Ceci implique que la norme de ce vecteur est unitaire, du
moins une fois la convergence atteinte. On peut aussi montrer non seulement que cette convergence
est assuge, mais que le vecteur propre obtenu sera asadaiplus grande valeur propre @k car

seule celle-ci est stable.

10.3 Regle de Sanger

La regle de Oja nous permet de trouver la composante principale de nos stindétdipe.’
suivante consista trouver le moyen de&lerminer les autres composantes en utilisant une couche
de neurones ligaires comma la figure 10.2. Un tela@seau permet deduire la dimension de
I'espace des erttes, de? dimensions S dimensions§ < R). La matriceW = {w; ; } repesente
les poidsw; ; des connexions reliant les neuronesux composantes des stimuli d’entee. La
regle suivante, ditexregle de Sangef, ou encore«Algorithme de Hebb grérali®s, est une
géréralisation de laggle de Oja :

Aw =1 aip—aiZakkw , 1=1,...,5. (10.25)
k=1

4T. Sanger«Optimal Unsupervised Learning in a Single Layer Linear Feedforward Neural Negwbidural
Networksvol. 12, p. 459-473, 1989.
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En effet, dans le casioS = 1, on retombe sur &quation 10.18 :

1

Aw =17 alp_alzallw
k=1

=n {al p —a? 1W} (10.26)

Pour mieux visualiser @quation 10.25, on peut l@&crire de la fagcon suivante :
AiW:T](IZ' [p/—a“W], izl,...,S, (1027)

ou p’ est une version modée du stimulup :
i—1
P'=p— ) apw. (10.28)
k=1
qui depend de I'indice du neurone. Pour le premier neurone; 1, on obtient dong’ = p. Dans
ce cas, la formule@rérali®e se eéduita la egle de Oja, et I'on sait que ce neurone recherchera la
composante principale dans les stimuli.

Pour le deux@me neurone de la couches= 2, on obtient :
P =p—aw. (10.29)

Sous I'hypotkese que le premier neurone @alconver@, on voit que I'on se trouva retrancher

de p une fractiona; de la composante principale des stimuli. Ceci resseratstlngemena la
proccdure d’orthogonalisation de Gram-Schmidt (voir section 3.1.5). Le second neurone cherchera
donc la composante principale d&sc’esta-dire la seconde composante principaleplest ainsi

de suite pour les autres neurones qui chercheront dans un egpaitedesi — 1 composantes
principales pecedentes.

Dans la pratique, contrairemente qu’on laisse entendre ci-dessus, tous les neurones tendent
a converger simult@&ment. Nb\anmoins, la convergencéfahitive d’'un neurone dépendant de
celle du neuroneé— 1, les poidsw se stabiliseront dans I'ordre croissant de leur indice. Le temps
total d’apprentissage sera cependangriigura ce qui serait @essaire pour un apprentissage in-
dividuel des neurones.

En notation matricielle, laagle de Hebb gréralisee permettant de faire une analyse%n
composantes principales s’exprime de la facon suivante :

AW(t) = (ap” — LT[aa"| W(t)), (10.30)

ou LT[.] designe un oprateur matriciel qui met z&ro tous le€léments de son argument au dessus
de la diagonale.

10.4 Apprentissage de Hebb supervis

Nous terminons ce chapitre avec la version supéevide I'apprentissage de Hebb bon
remplace la sortia du réseau par la sortieegieed :

AW (t) =d(t) p(t)" (10.31)
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et ai I'on fixe le taux d’apprentissage= 1. En supposant que la matrice de poWsest initialie
a 0, on obtient :

Q
W =d;p] +dopj + - +dopy = > dyp. (10.32)
q=1
apres la pesentation de§ paires(p,, d,) d’apprentissage. En notation matricielle, on obtient :
o

Ps
W =[d;d;---dg] =DP7, (10.33)

Sy

P
avecD = [d; d;---dg] etP = [p1p2- - pgl-

L’ équation 10.33 permet de construire ce qu’on appelle Wdmaaire associative laaire. Elle
permet d’apprendra mémoriser) associations entre un stimulpgs et une eponsel,. Supposons
d’abord que tous les stimuli sont orthogonaux et norrgaligongueur unitaire). Alors, l&ponse
de cette l@moirea I'un d’entre eux, par exempie,, sera :

Q Q
a=Wp; = (Z dqu;) pr=>_d, (PiPs) - (10.34)
q=1 q=1

Or, puisque tous les stimuli sont orthogonaux et norrgalisn a :

(pq pk) - { 0 autrement’ (10.35)

eta = d,. La reponse pour un stimulus d’apprentissage est donc la sdasiged qui lui est
assocke, a condition que les stimuli soient orthonormaux. Dans le cafisone seraient plus
orthogonaux (mais toujours normas), on obtiendrais :

a=Wpi=di+> d,(p;ps) . (10.36)
a#k

ou la somme ci-dessus réggente un terme d’erreur par rapp@dita leponse dsiiee, engendr par
la non orthogonalé des stimuli.

10.4.1 Regle de la matrice pseudo-inverse

De nouveau, nous constatons quedgle de Hebb seule n’est pas suffisante pour produire le
résultat souhait dans le caséagyéral,a savoir :

Wp,=d,, ¢=1,...,Q. (10.37)

Une nethode pour y arriver consiséed’abord @finir un indice de performancE quadratique
minimiser, semblabla ce que nous avons utiéigour le perceptron (voir chapitre 5) :

F(W)=|D-WP|J? (10.38)
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Entrée Couche de S neurones
/" \/ \
)
p n > r a
30x 1 30x 1 J 30x 1
30 x 30
N—
30 30
\/ \ /

a = hardlims(Wp)

FIG. 10.3 —Réseau auto-associatif pour la reconnaissance de chiffres.

ou D — W P est la forme matricielle de&quation 10.37. Nous avongjd cemontg a la section
préceédente que’ (W) = 0 lorsque les stimuli d’apprentissage sont orthonormaux. Ensuite, pour
minimiser I'équation 10.38 dans le caérgral, il faudrait qudD — W P — 0 et donc quéW =
D P~L. Or, la matriceP n'est geréralement pas cae (sauf siP = Q) et ne peut donc pastre
inversee. Pour contourner cette difficaltil faut faire appeh la matrice pseudo-inverde™ de
Moore-Penroseé&finie par :

Pt = (P'P)'P’ (10.39)

A condition que les stimuli d® soient indpendants, la matrid@®’ P) peut toujourstre inverge
et on obtient :

PP = (P'P)'P'P
= (P'P)"(PTP)
I (10.40)

Ainsi, en fixant :
W =DP", (10.41)

on obtient la egle dite de lakmatrice pseudo-inversepour construire notre &moire associative
linéaire. Contrairemerét celle de lequation 10.33, cett@&gle produira toujours l&&ponse ésiiee
pour n'importe quel stimulus qui a ser&il'apprentissage. Pour un stimulus n’ayant pas s&rvi
'apprentissage, elle produira ungponse d’autant plus proche de celle d’un stimulus d’apprentis-
sage que ce premier est proche de ce dernier.

10.4.2 Exemple d’auto-association

La figure 10.3 illustre unéseau auto-associatif permettant d’apprerameconndre des
chiffres repésenés par une matrice binaire dex 6 pixels (voir figure 10.4). Pour enfraer
un tel ©eseau, il suffit de construire des stimuli et deiganses @siees en assemblant des vecteurs
de bitsa partir de la concénation des lignes de pixels. Ay entretnement avec &quation 10.41,
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FiG. 10.4 —Prototypes pour I'apprentissage auto-associatif des chif@s «1» et «2».
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Fic. 10.5 —Exemples deéponses duéseau auto-associatif de la figure 10.3 pour des stimuli
dégraces ou bruiés : (a) chiffres 0; (b) chiffres 1; et (c) chiffres 2.

dans une certaine mesure, &seau sera capable de produire en sortie des chiffres com@ete m
si les stimuli d’entee sont incomplets ou bréi. Par exemple, retirer la mé@itinferieure des pixels
des chiffres n’affecte aucunement la sortie ésgau, comme le montre la figure 10.5 (prami
ligne). Par contre, si I'on retire davantage de pixél8/{ des pixels ; voir seconde ligne de la fi-
gure), alors seul le1» est reconnu correctement. Dans le cax@y, le reseau ne produit rien de
cohérent alors que pour k&2», il produit un«1». Finalement, siI'on bruite les stimuli de nos trois
chiffres (troiseme ligne de la figure), on constate quedsaau n’a aucun prairhea reconstruire
les ponses @siees. Ceci illustre bien la robustesse d’'unenmoire associative l&mire.
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Chapitre 11

Reseau RBF

Dans ce chapitre, nous allogsudier les éseaux ditsa «fonction de base radiaié. Nous
avons vu au chapitre 5 qu’il est possible d’approximer n'importe quelle fonatl@ide d’un per-
ceptron en irggrant une couche caeb de neurones sigrites et une couche de sortie de neurones
linéaires, comma la figure 5.10 (page 50). Dans ce cas, on obtient les sorties suivantes pour le
réeseau :

a® = purelin(W?a' — b?) = W?a' — b? (11.1)

Simplifions ce éseau au cas d’un seul neurone de sofffe£ 1), posonsa® = f et annulons les
biais de la couche de sortie pour simplifib? (= 0). On obtient alors :

Sl
f=W?a'=> w;aj, (11.2)
j=1

oua' = [a} aj...a5]" correspond aux sorties des neurones de la couchéeaetw; ; au poids
qui relie le neurone caéhyj a la sortie unique de notréseau. En interptant lesz; comme des
bases (voir section 3.1.2), on remarque iethatement que &guation 11.2 permet d’approximer
la fonction f a I'aide d’une combinaison lgaire de celles-ci. La profnatique de I'apprentissage
d’un tel perceptron consiste, pregnémenta trouver des bases@aglates pour effectuer I'approxi-
mation rechercbe et, deuxdimementa trouver les bon coefficients de la combinaisogdime. Les
bases engendes par la couche caeh du eseau sont en fait des fonctions sigdes que I'on po-
sitionne dans I'espace des &#s. Des travaux &oriques ont monérqu’un tel perceptron posde
la proprété d’approximation universelle, c’eatdire qu’il peut approximer n'importe quelle fonc-
tion avec une g@cision arbitrairea condition de disposer de suffisamment de neurones sur sa
couche cacke.

Mais les neurones sigrigtes ne sont pas les sealposgder cette capaéitd’approximation
universelle. De nombreuses autres fonctions la gussussi, dont les fonctions radiales qu'uti-
lisent les seaux RBF. Il est important de se rappeler qu’'un neurone $ignagit partout dans
son espace d’erée. Il passe une frortie de écision lireaire qui traverse I'espace de bord en
bord. En ce sens, lorsqu’un un stimulus estgené a la couche cad@e d’'un perceptron multi-
couche, tous les neurones de cette dgmpeuvent contribuer produire laéponse du@seau. lls

1En anglais xRadial Basis Function (RBF).
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Entrée Couche radiale Couche linéaire

a=d(@p) f = purelin(W?a)

FIG. 11.1 —-Réseau RBF avec fonctions radiales gaussiennes.

travaillent globalement. Ceci explique entre autres pourquoi on ne peut pas utiliser une perceptron
multicouche pour faire de I'apprentissage &mental, comme on peut le faire avec @sgau ART,
par exemple.

Contrairement aux neurones sigithes, les neuronesradiaux travaillent localement dans
I'espace des erites. C’est la principale particulaities eseaux RBF. Plusieurs fonctions radiales
peuvengtre utilies, mais la plus courante est une fonctiate type gaussienne multivas :

(11.3)

¢(x) = exp (— (e = ow) B e - iw)) ,

2

ol X désigne une matrice de covariance que I'on pose plus souvent qu'autregaéei o1 et al
;w désigne la position (le centre) du neurone radial dans son espacecd’einsi, la Eponsea
un stimulusp dépend d’un voisinage autour du centre, dont la variarfaestégale dans toutes les
directions, avec uneatroissance exponentielle q@épend du caé de la distance entre le stimulus

et le centre :

d(x) = exp <— (x— iw;zgx — lw)) = exp (—HX;C;QWHQ> , (11.4)
ou || - || désigne la norme euclienne. Uaseau RBF peut alors approximer une fonctfoavec
I'expression suivante :

ﬂmziﬁmm» (11.5)
=

ou wij est le poids de la deuxime couche qui relie le neuronele la premére couche au neurone
de sortie 1,5 est le nombre de neurones sur la premicouche ep,(p) est la fonction radiale
assocd au neurong de cette dermire. Dans le cas vectorielid’on désire plusieurs sorties, on
obtient I'expression suivante :

f(p) = W’ ®(p) (11.6)

oud = [¢ ¢, ..., ps|T dont le Esealequivalent est illuséa la figure 11.1.
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11.1 Entrainement d’un réseau RBF

Pour entréner le €seau RBF, on peut utiliser plusieurs staés. La prengire consisté op-
timiser simulta@ment tous les paragtres du éseau, par exemple, en utilisant éropropagation
des erreurs. Il s’agit de la position des centres des fonctions radiales, de leur variance et, fina-
lement, des poids de la coucheéaire de sortie. Malheureusement, cette approche comportent
certaines difficuks lieesa la nature s differente de ces deux couches et de leur dynamique
de convergence. La preare couche, constige de neurones non @aires agissant localement
dans I'espace des eatrs, a plut tendanceé converger lentement, alors que la seconde, avec ses
neurones ligaires, convergeggéralement &s rapidement. Ces dynamiquesstdifferentes pro-
voquent souvent une stagnation de I'apprentissage autour d’'un minimum local pageéisigré
de I'optimum global.

Ce qu'il importe de remarquer ici est que les deux couchesedaau RBF &alisent des
fonctions distinctes. En ce sens, on peestbien proedera leur apprentissage en deétapes
également distinctes. La pre@né consistara estimer la position des centres des neurones radiaux
puisa estimer leur variance, et la deériea estimer les poids de la couchedaire.

Une premere alternative pour le positionnement des centres consiste simplanesndistri-
buer unifornement dans I'espace des @&ws. Cette solution comporte cependant des limitations
évidentes, tout particirement lorsque cet espace d'éetest de grande dimension.

Une seconde alternative est de fixer les centres sur certains stimefioisis atatoirement
parmi I'ensemble des doées d’apprentissage. Dans ce cas, on peut imposer comme fonction
radiale une gaussienne isotrope norngéaist cenfes sufw! = p :

1
o) = exp (2 llp = ') (11.7)
ou S* correspond au nombre total de neurones radiagjx, au caré de la distance maximum
entre leurs centres ew! a la position de ces derniers. Ce choix de fonction radiale i@etnan
ecart type fixe d&r = d,,.</V/2ST pour tous les neurones. Il permet de garantir des fonctions
radiales ni trop pointues ni trop aplaties, ces deuxéemésétanta éviter autant que possible. Il
ne reste plus qa& estimer les poids de la couchedaire en utilisant, par exemple, lagle de la
matrice pseudo-inverse (voir section 10.4.1) :

W2 =DP" (11.8)

ouD = [d;d;---dg] est la matrice deeponses @siees pour legseauP = [®; O, - - - $(] est
la matrice des@ponses de la couche radiald?t la matrice pseudo-inverse e

Finalement, une troisime alternative consistepositionner les centres des neurones radiaux
a l'aide de I'une ou l'autre des @thodes d’apprentissage non supdrétidiees aux chapitres®
9 (nuées dynamiques, Kohonen, GNG ou Fuzzy ART). Une fois les centres poétidhne reste
plus qua estimer les; en utilisant, par exemple, la partition (floue ou non floue ; voir chapitre
6) des stimuli engenée par le processus cogtjiif des neurones, puid estimer les poids de
la couche liairea I'aide d’'une néthode supervee comme laggle LMS (voir section 5.2) ou,
comme ci-dessus, celle de la matrice pseudo-inverse.
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En conclusion, mentionnons que la principale diffieues eseaux RBF concerne la question
du nombre de neurones radiaaxitiliser pour une application do@e. A priori, il n'existe pas de
méthode pour fixer leur nombre, et cette architecture souffre de facon pamsuknt aigé de
ce gqu'on appelle laxmalediction de la dimensios?, a savoir 'augmentation exponentielle du
nombre de neurones cahrequis en fonction de la dimensi@irde I'espace d’enée. LorsqueR
est grand, une facon d’éttuer ce prol@me consist@ remplacer les hyper-setes qui esultent
de I'mposition d’'une variance fixe par des hyper-ellipsadamatrice de covariance n’est plus
contrainte. On peut ainseduire le nombre de neuronagositionner au @riment du nombre de
parangtresa estimer.

2En anglais xcurse of dimensionality.
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