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2.4 Architecture de ŕeseau . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
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4.3 Sch́ema bloc de l’apprentissage supervisé. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
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Chapitre 1

Introduction

Les ŕeseaux de neurones, fabriqués de structures cellulaires artificielles, constituent une ap-
proche permettant d’aborder sous des angles nouveaux les problèmes de perception, de mémoire,
d’apprentissage et de raisonnement. Ils s’avèrent aussi des alternatives très prometteuses pour
contourner certaines des limitations des ordinateurs classiques. Grâceà leur traitement parallèle
de l’information età leurs ḿecanismes inspirés des cellules nerveuses (neurones), ils infèrent des
propríet́esémergentes permettant de solutionner des problèmes jadis qualifíes de complexes.

Nous aborderons dans ce cours les principales architectures de réseaux de neurones que l’on
retrouve dans la litt́erature. Il ne s’agit pas de lesétudier toutes, car elles sont trop nombreuses,
mais plut̂ot d’en comprendre les ḿecanismes internes fondamentaux et de savoir comment et quand
les utiliser. En ce sens, nous mettrons autant l’emphase sur l’analyse mathématique de ces réseaux
que sur la façon de les utiliser dans la pratique pour résoudre des problèmes concrets.

Nous aborderonśegalement certaines notions relatives aux ensembles flous età la logique dans
la mesure òu ces derniers sont incorporés dans certaines des architectures de réseaux de neurones
que nouśetudierons.

Le reste de ce chapitreélabore davantage sur les objectifs poursuivis par ce cours, puis présente
un bref historique du domaine des réseaux de neurones avant de terminer par un survol de leurs
diff érentes applications. Le chapitre 2 introduit ensuite le modèle math́ematique du neurone arti-
ficiel et établit une notation coh́erente qui sera suivie tout au long des chapitres subséquents. Le
chapitre 3 effectue un certain nombre de rappels en algèbre lińeaire, rappels qui seront forts utiles
tout au long de cet ouvrage lorsque nousétudierons diff́erentes architectures de réseaux de neu-
rones. Le chapitre 4 présente quant̀a lui la probĺematique ǵeńerale de l’apprentissage en décrivant
les principales r̀egles pouvant̂etre utiliśees ainsi que les différents types d’approche. Ainsi, nous
aborderons les notions de correction d’erreur, d’apprentissage hebbien, compétitif, superviśe, non-
superviśe et, finalement, d’apprentissage par renforcement. Par la suite, nousétudierons en d́etails
diff érentes architectures de réseau de neurones dont le perceptron multicouche, le réseau de Koho-
nen, le«Growing Neural Gas» (GNG), certains membres de la famille des réseaux ART («Adap-
tive Resonance Theory»), le «Radial Basis Function» (RBF) et le«Support Vector Machine»
(SVM). Nous traiterons aussi de l’algorithme du«K-means» qui s’apparente au réseau de Koho-
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2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

nen, ainsi que de l’analyse en composantes principales (ACP) via un apprentissage hebbien.

Ces notes de cours sont dérivées d’un certain nombre d’ouvrages dont les principaux sont
énuḿeŕes en annexe.

1.1 Objectifs

Le cerveau humain contient environ 100 milliards de neurones. Ces neurones vous permettent,
entre autre, de lire ce texte tout en maintenant une respiration régulìere permettant d’oxyǵener
votre sang, en actionnant votre c ?ur qui assure une circulation efficace de ce sang pour nourrir vos
cellules, etc. Ils vous permettent même, je l’esp̀ere, de comprendre les idées que je tente de vous
transmettre !

Chacun de ces neurones est par ailleurs fort complexe. Essentiellement, il s’agit de tissu vi-
vant et de chimie. Les spécialistes des neurones biologiques (ceux qui ?uvrent en neurophysiologie)
commencent̀a peinèa comprendre quelques uns de leurs mécanismes internes. On croit en géńeral
que leurs diff́erentes fonctions neuronales, y compris celle de la mémoire, sont stocḱees au niveau
des connexions (synapses) entre les neurones. C’est ce genre de théorie1 qui a inspiŕe la plupart
des architectures de réseaux de neurones artificiels2 que nous aborderons dans ce cours. L’appren-
tissage consiste alors soità établir de nouvelles connexions, soità en modifier des existantes.

Ceci nous am̀eneà poser une question fondamentale : en ce basant sur nos connaissances
actuelles, peut-on construire des modèles approximatifs de neurones et les entraı̂ner pour,́eventuel-
lement, ŕealiser des t̂aches utiles ? Eh bien, la réponse courte est«oui», même si les ŕeseaux que
nous allons d́evelopper ne possèdent qu’uneinfime fraction de la puissance du cerveau humain,
et c’est l’objectif du cours de vous montrer comment on peut y arriver sans salir son linge !

Pour ce qui est de la réponse longue (plus détaillée), elle suit dans les chapitres subséquents.
Mais avant d’y arriver, faisons un peu d’histoire...

1.2 Histoire

De nombreux ouvrages ont permis de documenter l’histoire des recherches en réseaux de
neurones. En particulier, le livre intitulé «Neurocomputing : Foundations of Research» édit́e par
John Anderson et Edward Rosenfeld est une compilation de 43 articles qui ont marqué le domaine
sur le plan historique. Chacun d’entre eux est d’ailleurs préćed́e d’une introduction qui permet de
situer l’article dans son contexte.

1Des th́eories ŕecentes sugg̀erent au contraire que l’information pourraitêtre stocḱee au niveau de la morphologie
des connexions (des dendrites) ; mais ceci est totalement en dehors du cadre de ce cours (ainsi que du domaine de
comṕetence du professeur !).

2Ce cours traitant exclusivement des réseaux de neurones artificiels (par oppositionà biologique), nous omettrons
parfois d’ajouter le mot«artificiel» à la suite de«neurone» et de«réseau de neurones», sachant qu’il est toujours
sous-entendu, sauf lorsque mention explicite du contraire.
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Deux ingŕedients sont̀a la base de tout avancement des connaissances. Premièrement, il im-
porte de posśeder un nouveau concept, ou un nouveau point de vueà propos d’un sujet, qui vient
jeter une lumìere l̀a òu il n’y avait qu’obscurit́e. Par exemple, considérons le c ?ur humain.̀A
diff érentesépoques on le considérait comme le centre de l’âme ou encore comme une source
de chaleur. Quelque part au 17e siècle, les ḿedecins ont commencé à le consid́erer comme une
pompe et ont donc conçu des expériences pour tenter de comprendre son fonctionnement, ce qui
a éventuellement permis une compréhension du système sanguin, etc. Sans le concept de pompe,
une compŕehension du c ?ur et du système sanguin en géńeralétait simplement hors d’atteinte.

Deuxìemement, il importe aussi de posséder des outils technologiques permettant de construire
des syst̀emes concrets. Par exemple, on connaissait les théories physiques permettant d’envisager
la conception d’une bombe atomique bien avant d’être capable de réaliser une telle bombe. On sa-
vait aussi math́ematiquement reconstruire des images de radiographie en coupe (tomographie) bien
avant de posśeder les ordinateurs et les algorithmes capables d’effectuer efficacement les calculs
requis dans un temps raisonnable.

L’histoire des ŕeseaux de neurones est donc tisséeà travers des d́ecouvertes conceptuelles et
des d́eveloppements technologiques survenusà diverseśepoques.

Brièvement, les premières recherches remontentà la fin du 19e et au d́ebut du 20e siècle. Ils
consistent en de travaux multidisciplinaires en physique, en psychologie et en neurophysiologie
par des scientifiques tels Hermann von Helmholtz, Ernst Mach et Ivan Pavlov.À cetteépoque, il
s’agissait de th́eories plut̂ot géńerales sans modèle math́ematique pŕecis d’un neurone. On s’entend
pour dire que la naissance du domaine des réseaux de neurones artificiels remonte aux années
1940 avec les travaux de Warren McCulloch et Walter Pitts qui ont montré qu’avec de tels réseaux,
on pouvait, en principe, calculer n’importe quelle fonction arithmétique ou logique. Vers la fin
des anńees 1940, Donald Hebb3 a ensuite proposé une th́eorie fondamentale pour l’apprentissage.
Nous y reviendrons d’ailleurs̀a plusieurs reprises dans les chapitres suivants.

La premìere application concrète des ŕeseaux de neurones artificiels est survenue vers la fin
des anńees 1950 avec l’invention du réseau dit«perceptron» par un d́enomḿe Frank Rosenblatt.
Rosenblatt et ses collègues ont construit un réseau et d́emontŕe ses habilit́es à reconnâıtre des
formes. Malheureusement, il áet́e d́emontŕe par la suite que ce perceptron simple ne pouvait
résoudre qu’une classe limitée de probl̀eme. Environ au m̂eme moment, Bernard Widrow et Ted
Hoff ont propośe un nouvel algorithme d’apprentissage pour entraı̂ner un ŕeseau adaptatif de neu-
rones lińeaires, dont la structure et les capacités sont similaires au perceptron. Nous lesétudierons
tous les deux au chapitre 5.

Vers la fin des anńees 1960, un livre publié par Marvin Minsky et Seymour Papert est venu jeter
beaucoup d’ombre sur le domaine des réseaux de neurones. Entre autres choses, ces deux auteurs
ont d́emontŕe les limitations des réseaux d́evelopṕes par Rosenblatt et Widrow-Hoff. Beaucoup
de gens ont́et́e influenćes par cette d́emonstration qu’ils ont ǵeńeralement mal interprét́ee. Ils ont
concluà tort que le domaine des réseaux de neuronesétait un cul de sac et qu’il fallait cesser de
s’y intéresser (et de financer la recherche dans ce domaine), d’autant plus qu’on ne disposait pasà
l’ époque d’ordinateurs suffisamment puissants pour effectuer des calculs complexes.

3Un canadien qui a passé la majorit́e de sa carrière acad́emiqueà l’Universit́e McGill.
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Heureusement, certains chercheurs ont persévéŕe en d́eveloppant de nouvelles architectures
et de nouveaux algorithmes plus puissants. En 1972, Teuvo Kohonen et James Anderson ont
dévelopṕe ind́ependamment et simultanément de nouveaux réseaux pouvant servir de mémoires
associatives (chapitre 7).Également, Stephen Grossberg a investigué ce qu’on appelle les réseaux
auto-organiśes (chapitre 9).

Dans les anńees 1980, une pierre d’achoppement aét́e lev́ee par l’invention de l’algorithme de
rétropropagation des erreurs (section 5.4). Cette algorithme est la réponse aux critiques de Minsky
et Papert formuĺeesà la fin des anńees 1960. C’est ce nouveau développement, ǵeńeralement at-
tribué à David Rumelhart et James McClelland, mais aussi découvert plus ou moins en même
temps par Paul Werbos et par Yann LeCun, qui a littéralement ressuscité le domaine des réseaux
de neurones. Depuis ce temps, c’est un domaine où bouillonne constamment de nouvelles théories,
de nouvelles structures et de nouveaux algorithmes. Dans ce cours, nous allons tenter d’en survoler
les principaux.

1.3 Applications

Les ŕeseaux de neurones servent aujourd’huià toutes sortes d’applications dans divers do-
maines. Par exemple, on a dévelopṕe un auto-pilote pour avion, ou encore un système de gui-
dage pour automobile, on a conçu des systèmes de lecture automatique de chèques bancaires et
d’adresses postales, on produit des systèmes de traitement du signal pour différentes applications
militaires, un syst̀eme pour la synth̀ese de la parole, des réseaux sont aussi utilisés pour b̂atir
des syst̀emes de vision par ordinateur, pour faire des prévisions sur les marchés mońetaires, pour
évaluer le risque financier ou en assurance, pour différents processus manufacturiers, pour le diag-
nostic ḿedical, pour l’exploration ṕetrolière ou gazìere, en robotique, en télécommunication, et
j’en passe ! Bref, les réseaux de neurones ont aujourd’hui un impact considérable et, il y a fort̀a
parier, que leur importance ira grandissant dans le futur.



Chapitre 2

Modèle de neurone et ŕeseau

Dans ce chapitre, nous présentons le mod̀ele math́ematique que nous emploierons dans les cha-
pitres suivants pour d́ecrire, d’une part, un neurone artificiel et, d’autre part, un réseau de neurones
complet, c’est-̀a-dire un ensemble de neurones reliés en ŕeseau. Le mod̀ele que nous présentons
dans ce chapitre est celui de base, communà beaucoup d’architectures. Il n’est cependant pas uni-
versel, nous pŕesenterons dans les chapitres subséquents les diff́erentes variantes au fur età mesure
qu’il sera ńecessaire de le faire.

2.1 Notations

Tout au long de cet ouvrage, nous tenterons d’adopter une notation mathématique coh́erente.
Les principales notations que nous adopterons sonténuḿeŕees ci-dessous. Il n’est pas nécessaire
de tout ḿemoriser d’un seul coup, on pourra au besoin s’y rapporter plus tard.

Concepts de base

– Les scalaires seront désigńes par des lettres minuscules italiques : p. ex.a, b, c . . .

– Un«vecteur» désigne une colonne de nombres.

– Les vecteurs seront représent́es par des minuscules grasses («bold») non italiques : p. ex.
a, b, c . . .

– Une«matrice» désigne un tableau de nombres ayant un certain nombre de lignes et de
colonnes.

– Les matrices seront dénot́ees par des majuscules grasses («bold») non italiques : p. ex.A,
B, C . . .

– Un «vecteur-ranǵee» est une ranǵee d’une matrice utiliśee comme un vecteur (donc une
ranǵee transpośee).

5
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Poids d’une couche de neurones

– Wk(t) désigne la matrice des poids pour la couchek d’un réseau au tempst.

– wk
j (t) désigne le vecteur correspondantà la colonnej deWk(t).

– iw
k(t) désigne le vecteur-rangée correspondantà la lignei deWk(t).

– wk
i,j(t) désigne l’́elément(i, j) deWk(t) (i désigne toujours une ligne etj une colonne).

Biais d’une couche de neurones

– bk(t) désigne le vecteur des biais pour la couchek d’un réseau au tempst.

– bk
i (t) désigne l’́elémenti debk(t).

Stimulus d’un r éseau

– p(t) désigne un vecteur stimulus présent́e à l’entŕee d’un ŕeseau au tempst.

– pi(t) désigne l’́elémenti dep(t).

Niveaux d’activation d’une couche de neurones

– nk(t) désigne le vecteur des niveaux d’activation pour la couchek d’un réseau au tempst.

– nk
i (t) désigne l’́elémenti denk(t).

Sorties d’une couche de neurones

– ak(t) désigne un vecteur des sorties pour la couchek d’un réseau au tempst.

– ak
i (t) désigne l’́elémenti deak(t).

Cibles d’un r éseau

– d(t) désigne un vecteur cible pour les sorties désiŕees d’un ŕeseau au tempst.

– di(t) désigne l’́elémenti ded(t).

Base d’apprentissage

– {(p1,d1), (p2,d2), . . . , (pQ,dQ)} désigne un ensemble deQ associations stimulus/cible
pour l’apprentissage supervisé.

Signaux d’erreur

– e(t) = d(t)− a(t) désigne un vecteur mesurant l’erreur entre les sorties désiŕees (cible) et
les sorties calculées d’un ŕeseau au tempst.
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– ei(t) désigne l’́elémenti dee(t).

Dimensions

– M désigne le nombre de couches d’un réseau.

– Sk désigne le nombre de neurones sur la couchek d’un réseau.

– Q désigne le nombre d’associations pour l’apprentissage.

– R désigne la dimension des stimulus d’entrée.

Fonctions de transfert d’une couche de neurones

– fk(nk) = ak désigne le vecteur des sorties de la couchek, telles que calculées par la fonction
de transfertf appliqúee sur chacun desnk

i , i = 1, . . . , Sk.

– fk(nk
i ) = ak

i désigne l’́elémenti defk(nk).

– ḟ(n) = ∂
∂n

f(n) désigne la d́erivée partielle def par rapport̀an.

– Ḟ(n) =



ḟ(n1) 0 · · · 0

0 ḟ(n2) 0 0

...
...

...
...

0 0 · · · ḟ(nS)


.

Notations diverses

– ||x|| désigne la norme du vecteurx.

– F (x) désigne un indice de performance (une fonction) appliqué sur le vecteurx.

– F̂ (x) désigne une approximation deF (x).

– ∇F (x) =
[

∂F
∂x1

∂F
∂x2

· · · ∂F
∂xn

]T
désigne le vecteur gradient deF (x).

– ∇2F (x) =



∂2

∂x1∂x1
F ∂2

∂x1∂x2
F · · · ∂2

∂x1∂xn
F

∂2

∂x2∂x1
F ∂2

∂x2∂x2
F · · · ∂2

∂x2∂xn
F

...
...

. ..
...

∂2

∂xn∂x1
F ∂2

∂xn∂x2
F · · · ∂2

∂xn∂xn
F


désigne la matrice«hessienne» deF (x).

– λi désigne une valeur propre d’une matrice.

– zi désigne un vecteur propre.
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∑
w1,1

w1,R

p1

p2

p3

pR
b

-1

ƒn a

…

…

R entrées Modèle du neurone

a = ƒ(wTp − b)

FIG. 2.1 –Modèle d’un neurone artificiel.

2.2 Modèle d’un neurone

Le mod̀ele math́ematique d’un neurone artificiel est illustré à la figure 2.1. Un neurone est es-
sentiellement constitúe d’un int́egrateur qui effectue la somme pondéŕee de ses entrées. Le ŕesultat
n de cette somme est ensuite transformée par une fonction de transfertf qui produit la sortiea du
neurone. En suivant les notations présent́eesà la section pŕećedente, lesR entŕees du neurones cor-
respondent au vecteurp = [p1p2 · · · pR]T , alors quew = [w1,1w1,2 · · ·w1,R]T repŕesente le vecteur
des poids du neurone. La sortien de l’intégrateur est donnée par l’́equation suivante :

n =
R∑

j=1

w1,j pj − b

= w1,1 p1 + w1,2 p2 + · · ·+ w1,R pR − b,

(2.1)

que l’on peut aussíecrire sous forme matricielle :

n = wTp− b. (2.2)

Cette sortie correspond̀a une somme pondéŕee des poids et des entrées moins ce qu’on nomme le
biaisb du neurone. Le ŕesultatn de la somme pond́eŕee s’appelle le niveau d’activation du neurone.
Le biaisb s’appelle aussi le seuil d’activation du neurone. Lorsque le niveau d’activation atteint ou
dépasse le seuilb, alors l’argument def devient positif (ou nul). Sinon, il est négatif.

On peut faire un parallèle entre ce mod̀ele math́ematique et certaines informations que l’on
connait (ou que l’on croit connaı̂tre) à propos du neurone biologique. Ce dernier possède trois
principales composantes : les dendrites, le corps cellulaire et l’axone (voir figure 2.2). Les den-
drites forment un maillage de récepteurs nerveux qui permettent d’acheminer vers le corps du
neurone des signaux́electriques en provenance d’autres neurones. Celui-ci agit comme un espèce
d’intégrateur en accumulant des chargesélectriques. Lorsque le neurone devient suffisamment ex-
cité (lorsque la charge accumulée d́epasse un certain seuil), par un processusélectrochimique,
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FIG. 2.2 –Sch́ema d’un neurone biologique.

il engendre un potentieĺelectrique qui se propagèa travers son axone1 pour éventuellement ve-
nir exciter d’autres neurones. Le point de contact entre l’axone d’un neurone et le dendrite d’un
autre neurone s’appelle le synapse. Il semble que c’est l’arrangement spatial des neurones et de
leur axone, ainsi que la qualité des connexions synaptiques individuelles qui détermine la fonc-
tion2 précise d’un ŕeseau de neurones biologique. C’est en se basant sur ces connaissances que le
mod̀ele math́ematique d́ecrit ci-dessus áet́e d́efini.

Un poids d’un neurone artificiel représente donc l’efficacité d’une connexion synaptique. Un
poids ńegatif vient inhiber une entrée, alors qu’un poids positif vient l’accentuer. Il importe de
retenir que ceci est une grossière approximation d’un v́eritable synapse qui résulte en fait d’un pro-
cessus chimique très complexe et d́ependant de nombreux facteurs extérieurs encore mal connus.
Il faut bien comprendre que notre neurone artificiel est un modèle pragmatique qui, comme nous
le verrons plus loin, nous permettra d’accomplir des tâches int́eressantes. La vraisemblance bio-
logique de ce mod̀ele ne nous importe peu. Ce qui compte est le résultat que ce modèle nous
permettra d’atteindre.

Un autre facteur limitatif dans le modèle que nous nous sommes donnés concerne son caractère
discret. En effet, pour pouvoir simuler un réseau de neurones, nous allons rendre le temps discret
dans nośequations. Autrement dit, nous allons supposer que tous les neurones sont synchrones,
c’est-̀a-dire qu’̀a chaque tempst, ils vont simultańement calculer leur somme pondéŕee et produire
une sortiea(t) = f(n(t)). Dans les ŕeseaux biologiques, tous les neurones sont en fait asynchrones.

Revenons donc̀a notre mod̀ele tel que formuĺe par l’́equation 2.2 et ajoutons la fonction d’ac-

1Un axone peut̂etre plus ou moins long selon le type de neurone.
2Notez bien, cependant, que des théories ŕecentes remettent en cause cette hypothèse. Mais ceci sort du cadre du

cours !
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ƒ a

Entrée Modèle du neurone

a = ƒ(Wp-b)

W

b

+

p

n

-1

1 x 1

1 x R
R x 1

1 x 1 1 x 1

R 1

FIG. 2.3 –Repŕesentation matricielle du modèle d’un neurone artificiel.

tivationf pour obtenir la sortie du neurone :

a = f(n) = f(wTp− b). (2.3)

En remplaçantwT par une matriceW = wT d’une seule ligne, on obtient une forme géńerale que
nous adopterons tout au long de cet ouvrage :

a = f(Wp− b). (2.4)

L’ équation 2.4 nous am̀eneà introduire un sch́ema de notre mod̀ele plus compact que celui
de la figure 2.1. La figure 2.3 illustre celui-ci. On y représente lesR entŕees comme un rectangle
noir (le nombre d’entŕees est indiqúe sous le rectangle). De ce rectangle sort le vecteurp dont la
dimension matricielle estR× 1. Ce vecteur est multiplié par une matriceW qui contient les poids
(synaptiques) du neurones. Dans le cas d’un neurone simple, cette matrice possède la dimension
1×R. Le résultat de la multiplication correspond au niveau d’activation qui est ensuite comparé au
seuilb (un scalaire) par soustraction. Finalement, la sortie du neurone est calculée par la fonction
d’activationf . La sortie d’un neurone est toujours un scalaire.

2.3 Fonctions de transfert

Jusqu’̀a pŕesent, nous n’avons pas spécifié la nature de la fonction d’activation de notre modèle.
Il se trouve que plusieurs possibilités existent. Diff́erentes fonctions de transfert pouvantêtre uti-
lisées comme fonction d’activation du neurone sonténuḿeŕees au tableau 2.1. Les trois les plus
utilisées sont les fonctions«seuil» (en anglais«hard limit»), «linéaire» et«sigmöıde».

Comme son nom l’indique, la fonction seuil applique un seuil sur son entrée. Plus pŕeciśement,
une entŕee ńegative ne passe pas le seuil, la fonction retourne alors la valeur 0 (on peut interpréter
ce 0 comme signifiantfaux), alors qu’une entŕee positive ou nulle d́epasse le seuil, et la fonction
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TAB . 2.1 –Fonctions de transferta = f(n).

Nom de la fonction Relation d’entŕee/sortie Icône Nom Matlab

seuil
a = 0 si n < 0
a = 1 si n ≥ 0

hardlim

seuil syḿetrique
a = −1 si n < 0
a = 1 si n ≥ 0

hardlims

linéaire a = n purelin

linéaire satuŕee
a = 0 si n < 0
a = n si 0 ≤ n ≤ 1
a = 1 si n > 1

satlin

linéaire satuŕee syḿetrique
a = −1 si n < −1
a = n si − 1 ≤ n ≤ 1
a = 1 si n > 1

satlins

linéaire positive
a = 0 si n < 0
a = n si n ≥ 0

poslin

sigmöıde a = 1
1+exp−n logsig

tangente hyperbolique a = en−e−n

en+e−n tansig

comṕetitive
a = 1 si n maximum
a = 0 autrement C compet

retourne 1 (vrai). Utiliśee dans le contexte d’un neurone, cette fonction est illustrée à la figure
2.4a. On remarque alors que le biaisb dans l’expression dea = hardlim(wTp− b) (équation 2.4)
détermine l’emplacement du seuil sur l’axewTp, où la fonction passe de 0̀a 1. Nous verrons plus
loin que cette fonction permet de prendre des décisions binaires.

La fonction lińeaire est tr̀es simple, elle affecte directement son entréeà sa sortie :

a = n. (2.5)

Appliquée dans le contexte d’un neurone, cette fonction est illustréeà la figure 2.4b. Dans ce cas,
la sortie du neurone correspondà son niveau d’activation dont le passageà źero se produit lorsque
wTp = b.

La fonction de transfert sigmoı̈de est quant̀a elle illustŕeeà la figure 2.4c. Sońequation est
donńee par :

a =
1

1 + exp−n
. (2.6)

Elle ressemble soit̀a la fonction seuil, soit̀a la fonction lińeaire, selon que l’on est loin ou près deb,
respectivement. La fonction seuil est très non-lińeaire car il y a une discontinuité lorsquewTp = b.
De son ĉoté, la fonction lińeaire est tout̀a fait linéaire. Elle ne comporte aucun changement de
pente. La sigmöıde est un compromis intéressant entre les deux préćedentes. Notons finalement,
que la fonction«tangente hyperbolique» est une version syḿetrique de la sigmöıde.
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wTp0
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b

b
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b
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wTp
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FIG. 2.4 –Fonction de transfert : (a) du neurone«seuil» ; (b) du neurone«linéaire», et (c) du
neurone«sigmöıde».

2.4 Architecture de réseau

Un réseau de neurones est un maillage de plusieurs neurones, géńeralement organisé en couches.
Pour construire une couche deS neurones, il s’agit simplement de les assembler commeà la fi-
gure 2.5. LesS neurones d’une m̂eme couche sont tous branchés auxR entŕees. On dit alors que
la couche est totalement connectée. Un poidswi,j est associé à chacune des connexions. Nous
noterons toujours le premier indice pari et le deuxìeme parj (jamais l’inverse). Le premier in-
dice (ranǵee) d́esigne toujours le nuḿero de neurone sur la couche, alors que le deuxième indice
(colonne) sṕecifie le nuḿero de l’entŕee. Ainsi,wi,j désigne le poids de la connexion qui relie
le neuronei à son entŕeej. L’ensemble des poids d’une couche forme donc une matriceW de
dimensionS ×R :

W =



w1,1 w1,2 · · · w1,R

w2,1 w2,2 · · · w2,R

...
...

...
...

wS,1 wS,2 · · · wS,R

 (2.7)

Notez bien queS 6= R, dans le cas ǵeńeral (les nombres de neurones et d’entrées sont ind́ependants).
Si l’on consid̀ere que lesS neurones forment un vecteur de neurones, alors on peut créer les
vecteursb = [b1b2 · · · bS]T , n = [n1n2 · · ·nS]T et a = [a1a2 · · · aS]T . Ceci nous am̀eneà la
repŕesentation graphique simplifiée, illustŕee à la figure 2.6. On y retrouve, commeà la figure
2.3, les m̂emes vecteurs et matrice. La seule différence se situe au niveau de la taille, ou plus
préciśement du nombre de rangées (S), deb, n, a etW.

Finalement, pour construire un réseau, il ne suffit plus que de combiner des couches comme
à la figure 2.7. Cet exemple comporteR entŕees et trois couches de neurones comptant respecti-
vementS1, S2 et S3 neurones. Dans le cas géńeral, de nouveau,S1 6= S2 6= S3. Chaque couche
poss̀ede sa propre matrice de poidsWk, où k désigne l’indice de couche. Dans le contexte des vec-
teurs et des matrices relativesà une couche, nous emploierons toujours un exposant pour désigner
cet indice. Ainsi, les vecteursbk, nk etak sont aussi associésà la couchek.

Il importe de remarquer dans cet exemple que les couches qui suivent la première ont comme
entŕee la sortie de la couche préćedente. Ainsi, on peut enfiler autant de couche que l’on veut,
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w1,1
p1

p2

p3

pR

∑
b1

-1

ƒn1 a1

R entrées Couche de S neurones

a = ƒ(Wp − b)

∑
b2

-1

ƒn2 a2

∑
bS

-1

ƒ
nS aS

…… …

wS,R

FIG. 2.5 –Couche deS neurones.

du moins en th́eorie. Nous pouvons aussi fixer un nombre quelconque de neurones sur chaque
couche. En pratique, nous verrons plus tard qu’il n’est cependant pas souhaitable d’utiliser trop de
neurones. Finalement, notez aussi que l’on peut changer de fonction de transfert d’une coucheà
l’autre. Ainsi, toujours dans le cas géńeral,f1 6= f2 6= f3.

La dernìere couche est nomḿee«couche de sortie». Les couches qui préc̀edent la couche de
sortie sont nomḿees«couches cach́ees». Nous verrons un peu plus tard pourquoi. Le réseau de la
figure 2.7 poss̀ede donc deux couches cachées et une couche de sortie.

Les ŕeseaux multicouches sont beaucoup plus puissants que les réseaux simples̀a une seule
couche. En utilisant deux couches (une couche cachée et une couche de sortie),à condition d’em-
ployer une fonction d’activation sigmoı̈de sur la couche cachée, on peut entraı̂ner un ŕeseauà
produire une approximation de la plupart des fonctions, avec une précision arbitraire (cela peut
cependant reqúerir un grand nombre de neurones sur la couche cachée). Sauf dans de rares cas, les
réseaux de neurones artificiels exploitent deux ou trois couches.

Entrâıner un ŕeseau de neurones signifie modifier la valeur de ses poids et de ses biais pour
qu’il r éalise la fonction entrée/sortie d́esiŕee. Nouśetudierons en d́etails, dans des chapitres subséquents,
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ƒ a

Entrée Couche de S neurones

a = ƒ(Wp − b)

W

b

+

p

n

-1

S x 1

R x 1
S x R

S x 1 S x 1

R S

FIG. 2.6 –Repŕesentation matricielle d’une couche deS neurones.

Entrée

p

-1

R

ƒ1

a1

Couche 1

a1 = ƒ1(W1p − b1)

W1

b1

+ n1

S1 x 1

S1 x R
S1 x 1

S1 x 1

S1

R x 1

ƒ2

a2

Couche 2

a2 = ƒ2(W2a1 − b2)

W2

b2

+ n2

S2 x 1

S2 x S1

S2 x 1

S2 x 1

S2

ƒ3

a3

Couche 3

a3 = ƒ3(W3a2 − b3)

W3

b3

+ n3

S3 x 1

S3 x 1

S3 x 1

S3

S3 x S2

-1 -1

FIG. 2.7 –Repŕesentation matricielle d’un réseau de trois couches.

diff érents algorithmes pour y parvenir dans différents contextes. Pour spécifier la structure du
réseau, il faut aussi choisir le nombre de couches et le nombre de neurones sur chaque couche.
Tout d’abord, rappelons que le nombre d’entrées du ŕeseau (R), de m̂eme que le nombre de neu-
rones sur la couche de sortie est fixé par les sṕecifications du problème que l’on veut ŕesoudre avec
ce ŕeseau. Par exemple, si la donnée du probl̀eme comporte quatre variables en entrée et qu’elle
exige de produire trois variables en sortie, alors nous aurons simplementR = 4 et SM = 3, où
M correspond̀a l’indice de la couche de sortie (ainsi qu’au nombre de couches). Ensuite, la na-
ture du probl̀eme peut aussi nous guider dans le choix des fonctions de transfert. Par exemple, si
l’on désire produire des sorties binaires0 ou 1, alors on choisira probablement une fonction seuil
(voir tableau 2.1, page 11) pour la couche de sortie. Il reste ensuiteà choisir le nombre de couches
cach́ees ainsi que le nombre de neurones sur ces couches, et leur fonction de transfert. Il faudra
aussi fixer les diff́erents param̀etres de l’algorithme d’apprentissage. Mais nous y reviendrons en
temps et lieu !

Finalement, la figure 2.8 illustre le dernierélément de construction que nous emploierons
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Du(t) a(t)

a(0)

Délai

a(t) = u(t-1)

FIG. 2.8 –Élément de retard.

pour b̂atir des ŕeseaux dit«récurrents». Il s’agit d’un registreà d́ecalage qui permet d’introduire
un retard dans une donnée que l’on veut acheminer dans un réseau. La sortie retardéea(t) prend
la valeur de l’entŕeeu au tempst− 1. Cetélément de retard présuppose que l’on peut initialiser la
sortie au tempst = 0 avec la valeura(0). Cette condition initiale est indiquéeà la figure 2.8 par
une fl̀eche qui entre par le bas de l’élément.

Avant de passer̀a la d́ecription des architectures concrètes et de leur algorithmes d’appren-
tissage, nous allons d’abord effectuer au chapitre suivant quelques rappels sur l’algèbre lińeaire.
En effet, comme le lecteur attentif l’aura deviné, nous allons avoir̀a manipuler beaucoup de ma-
trices et d’oṕerations matricielles tout au long de ces chapitres. La notation matricielle peutêtre
très puissante, parce que compacte, maiségalement obscure lorsqu’on ne la maı̂trise pas bien, d’òu
l’importance de ces rappels.
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Chapitre 3

Algèbre linéaire

Dans ce chapitre, nous faisons plusieurs rappels essentiels en algèbre lińeaire. Au chapitre
préćedent, nous avons vu que les entrées et les sorties d’un réseau de neurones, ainsi que les
ranǵees de ses matrices de poids forment des vecteurs. Il est donc important de bien comprendre
ce qu’est un espace vectoriel enétudiant ses principales propriét́es. Ensuite, nous aborderons des
outils alǵebriques de base tels les transformations linéaires, les changements de base ainsi que les
valeurs et vecteurs propres. Ces outils serviront par la suite tout au long des chapitres subséquents.

3.1 Définition d’un espace vectoriel

Lorsque nous d́efinissons un vecteurx = [x1x2 · · ·xn]T , nous faisons habituellement référence
à un espace euclidien den dimensions, que nous notons<n. Cependant, la notion d’espace vecto-
riel est beaucoup plus vaste que ce dernier qui ne représente qu’un cas particulier.

Définition. Un espace vectoriellinéaireX est un ensemble d’éléments (de vecteurs) défini sur
un champ scalaireF , et respectant les propriét́es suivantes :

1. poss̀ede un oṕerateur d’addition tel que :

(a) x,y ∈ X impliquex + y ∈ X ;

(b) x + y = y + x ; (commutativit́e)

(c) (x + y) + z = x + (y + z) ; (associativit́e)

(d) ∃0 ∈ X tel quex + 0 = x,∀x ∈ X ; (élément neutre)

(e) ∀x ∈ X ,∃-x tel quex + (-x) = 0 ; (élément inverse)

2. poss̀ede un oṕerateur de multiplication tel que :

(a) a ∈ F etx ∈ X impliqueax ∈ X ;

(b) ∀x ∈ X et le scalaire1, 1x = x ; (élément neutre)

17
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x1

x2

x

y

x+y

x1

x2

x3

x2

x1

(a) (b) (c)

FIG. 3.1 –Différents sous-ensembles de<2 : (a) région rectangulaire ; (b) droite ; (c) plan.

(c) ∀a, b ∈ F et∀x ∈ X , a(bx) = (ab)x ; (associativit́e)

(d) (a + b)x = ax + bx ; (distributivité)

(e) a(x + y) = ax + ay ; (distributivité)

Il est facile de d́emontrer que ces propriét́es sont respectées pour<n et, par conśequent,<2.
On peut cependant se poser la questionà propos de certains sous-ensembles de<2. Par exemple,
consid́erons la ŕegion rectangulaire illustrée à la figure 3.1a. Ce sous-ensemble de<2 n’est pas
un espace vectoriel car, entre autres, la propriét́e 1a n’est pas respectée. En effet, si l’on prend
deux vecteurs̀a l’intérieur du rectangle et qu’on les additionne, il se peut que le résultat sorte du
rectangle. Par contre, on peut montrer (et ceci est laissée en exercice) que la droite infinie illustrée
à la figure 3.1b respecte toutes les propriét́es énuḿeŕees ci-dessus et, par conséquent, d́efini un
espace vectoriel. Notez bien, cependant, que cette droite se doit de passer par l’origine, sinon la
propríet́e 1d ne serait pas respectée.

Un autre exemple d’un espace vectoriel est l’ensembleP2 des polyn̂omes de degré 2 ou moins.
Par exemple, deux́eléments de cet espace sont :

x = 3 + 2t + t2, (3.1)

y = 5− t. (3.2)

Cet ensemble respecte les 10 propriét́es d’un espace vectoriel. En effet, si l’on additionne deux
polynômes de degré 2 ou moins, on obtient un autre polynôme de degŕe 2 ou moins. On peut aussi
multiplier un polyn̂ome par un scalaire sans changer l’ordre de celui-ci, etc. En notation vectorielle,
on peut donc représenter les deux polynômes de l’exemple parx = [3 2 1]T ety = [5 -1 0]T .

Mentionnons qu’on peut aussi former des espaces vectoriels avec des ensembles de fonctions
plus ǵeńerales que des polynômes. Il importe seulement de respecter les 10 propriét́es fondamen-
tales d’un espace vectoriel ! Si nous prenons la peine de préciser cette d́efinition formelle, c’est
parce que la ŕesolution d’un probl̀eme avec un réseau de neurones requiert toujours de pouvoir
repŕesenter ce problèmeà l’aide d’un espace vectoriel. C’est donc une notion toutà fait fondamen-
taleà ce sujet d’́etude.
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3.1.1 D́ependance lińeaire

Soient lesn vecteurs{x1,x2, . . . ,xn}. Alors ces vecteurs sont linéairement d́ependants s’il
existen scalairesa1, a2, . . . , an tels qu’au moins un d’eux est non nul et que :

a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = 0. (3.3)

Et réciproquement, sia1x1 + a1x1 + · · · + a1x1 = 0 implique que∀i, ai = 0, alors les vecteurs
sont (lińeairement) ind́ependants.

Par exemple, les vecteurs suivants :

x1 =

 1
−1
−1

 , x2 =

 1
1
−1

 (3.4)

sont lińeairement ind́ependants car sia1x1 + a2x2 = 0, alors :

 a1 + a2

-a1 + a2

-a1 − a2

 =

 0
0
0

 , (3.5)

et a1 + a2 = 0 implique quea1 = −a2, et−a1 + a2 = 0 implique a1 = a2. Ainsi, il faut que
a1 = a2 = 0.

Par contre, les polyn̂omesp1 = 1 + t + t2, p2 = 2 + 2t + t2 etp3 = 1 + t sont lińeairement
dépendants puisquea1p1 + a2p2 + a3p3 = 0 poura1 = 1, a2 = −1 eta3 = 1.

3.1.2 Bases et dimensions

La dimension d’un espace vectoriel est détermińee par le nombre minimum de vecteurs de
base requis pour couvrir l’espace vectoriel en entier. On dit d’un ensemble de vecteur{u1,u2, . . . ,un}
qu’il couvre un espace vectorielX si et seulement si tous lesx ∈ X de cet espace peuventêtre
exprimés comme une combinaison linéaire des vecteurs de base :

x = a1u1 + a2u2 + · · ·+ anun. (3.6)

Par exemple, dans<2, nous avons l’habitude de travailler avec les vecteurs de baseu1 = [1 0] et
u2 = [0 1], mais ce n’est pas la seule possibilité. Un autre choix serait[0.5 0.5] et [−0.5 0.5] ou
encore[2 0] et [0 2]. La seule chose qui importe est que les vecteurs de base soient linéairement
indépendants.

Pour notre espaceP2 des polyn̂omes de degré 2 ou moins, on peut choisir autant{1, t, t2} que
{1, 1 + t, 1 + t + t2}, par exemple.
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3.1.3 Produit scalaire

Le produit scalaire entre deux vecteursx et y, que nous noterons<x,y>, est une oṕeration
très importante pour les réseaux de neurones. N’importe quelle fonction scalaire prenant deux
vecteurs comme argument et respectant les trois propriét́es suivantes peut servirà d́efinir un produit
scalaire :

1. <x,y> = <y,x> ;

2. <x, (ay1 + by2)> = a<x,y1> + b<x,y2> ;

3. <x,x> ≥ 0, avec<x,x> = 0 uniquement pourx = 0 ;

La premìere propríet́e sṕecifie qu’un produit scalaire doitêtre syḿetrique. La deuxìeme pŕecise que
le produit d’un vecteur par une combinaison linéaire de deux vecteurs estégaleà la combinaison
linéaire des produits scalaires. Finalement, la troisième propríet́e restreint le produit scalaire d’un
vecteur avec lui-m̂eme aux valeurs positives, sauf pour le vecteur nul qui doit donner zéro.

Le produit scalaire habituellement utilisé sur<n est d́efini par :

<x,y> = xTy = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn. (3.7)

3.1.4 Norme

La norme d’un vecteur est une mesure de longueur. La fonction scalaire||x|| s’appelle une
norme si elle satisfait aux quatre propriét́es suivantes :

1. ||x|| ≥ 0 ;

2. ||x|| = 0 si, et seulement si,x = 0 ;

3. ||ax|| = |a| ||x|| ;
4. ||x + y|| ≤ ||x||+ ||y|| ;

La premìere propríet́e sṕecifie qu’une norme est toujours positive ou nulle. La deuxième pŕecise
qu’elle n’est nulle que pour le vecteur nul. La troisième impose que la norme d’un vecteur multiplié
par un scalaire soit (lińeairement) proportionnellèa ce scalaire. Finalement, la dernière propríet́e
impose que la norme d’une somme de deux vecteurs soit inférieure ouégaleà la somme des
normes.

La norme la plus souvent utilisée, nomḿeel2, est d́efinie par||x|| =
√

<x,x>, ce qui dans
un espace euclidien<n correspond̀a la norme euclienne habituelle :

||x|| =
√

x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n. (3.8)

Beaucoup d’autres normes sont possibles telle que, par exemple,||x|| = |x1| + |x2| + · · · + |xn|.
Cette dernìere s’appelle normel1 (on dit aussi«city block» ou encore«manhattan»). Dans le cas
géńeral, il existe les normes diteslp telles que :

||x|| = p

√
|x1|p + |x2|p + · · ·+ |xn|p, (3.9)
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où p ≥ 1. Dans le cas òu p →∞, on obtient la normel∞ suivante :

||x|| = max
i
|xi|. (3.10)

Ceci nous indique que plusp devient grand, plus on attache de l’importance aux grandes compo-
santes dex. À la limite, on ne tient compte que de la plus grande composante du vecteur.

Finalement, mentionnons qu’il importe parfois de«normaliser» nos vecteurs en les divisant
par leur norme : ∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣ x

||x||

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ = 1. (3.11)

On obtient alors un vecteur qui pointe dans la même direction qu’auparavant mais dont la norme
est unitaire.

Les concepts de produit scalaire et de norme permettent aussi d’introduire la notion d’angleθ
entre deux vecteursx ety via la fameuse loi des cosinus :

<x,y> = ||x|| ||y|| cos θ. (3.12)

3.1.5 Orthogonalit́e

Deux vecteursx ety sont dits orthogonaux si leur produit scalaire<x,y> est nul (θ = 90◦).

Un vecteurx ∈ X est aussi dit orthogonalà un sous-espaceX ′ ⊂ X lorsqu’il est orthogonal
avec tous les vecteursx′ de ce sous-espace. Par exemple, un plan dans<3 définit un sous-espace
de dimension 2 pour lequel il existe un vecteur perpendiculaire (orthogonal)à ce plan (voir figure
3.1c).

Parfois, il importe de convertir un ensemble den vecteurs ind́ependants{x1,x2, . . . ,xn} en
n vecteurs orthogonaux{v1,v2, . . . ,vn}. On peut effectuer cette opération avec la ḿethode de
Gram-Schmidt. Le premier vecteur orthogonal peutêtre quelconque, nous choisissons donc le
premier vecteur ind́ependant :

v1 = x1. (3.13)

Pour le second vecteur orthogonal, on utilisex2, mais apr̀es avoir soustrait dex2, la portion du
vecteur qui est dans la direction dev1. On obtient :

v2 = x2 − av1, (3.14)

où a est choisi de manièreà ce quev2 soit orthogonal̀av1. Ceci implique que :

<v1,v2> = <v1, (x2 − av1)> = <v1,x2>− a<v1,v1> = 0 (3.15)

et :
a =

<v1,x2>

<v1,v1>
. (3.16)

Ainsi, pour trouver la composante dex2 dans la direction dev1, c’est-̀a-dire av1, il s’agit de
calculer le produit scalaire entre les deux vecteurs. Ceci s’appelle leprojecteurdex2 surv1 (voir
figure 3.2). Si l’on continue ce processus, lekèmevecteur orthogonal est obtenu par l’expression :
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v1 = x1

x2

av1

v2

FIG. 3.2 –Illustration de la ḿethode de transformation orthogonale Gram-Schmidt.

vk = xk −
k−1∑
i=1

<vi,xk>

<vi,vi>
vi. (3.17)

3.2 Transformations linéaires

Une transformation lińeaireA est une application d’un espace vectorielX vers un espace
vectorielY telle que :

1. ∀x1,x2 ∈ X ,A(x1 + x2) = A(x1) +A(x2) ;

2. ∀x ∈ X , a ∈ <,A(ax) = aA(x).

La premìere propríet́e sṕecifie que la transforḿee d’une somme de vecteurs doitêtre égaleà la
somme des transforḿees, pour qu’elle soit lińeaire. La deuxìeme propríet́e pŕecise que la trans-
formée d’un vecteur auquel on a appliqué un facteur d’́echelle doit aussîetreégaleà ce facteur
appliqúe sur la transforḿee du vecteur original. Si l’une ou l’autre de ces deux propriét́es n’est pas
respect́ee, la transformation n’est pas linéaire.

3.2.1 Repŕesentations matricielles

Nous allons maintenant montrer que toute transformation linéaire peut̂etre repŕesent́ee par
une matrice. Soient{v1,v2, . . . ,vn} les vecteurs de base pourX et {u1,u2, . . . ,um} ceux deY.
Avec ces bases, nous pouvons représenter n’importe quels vecteursx ∈ X et y ∈ Y avec les
combinaisons lińeaires suivantes :

x =
n∑

j=1

xjvj ety =
m∑

i=1

yiui. (3.18)

Soit la transformation lińeaireA qui appliqueX surY (A : X −→ Y). Donc :

A(x) = y, (3.19)



3.2. TRANSFORMATIONS LINÉAIRES 23

que l’on peut ŕe-́ecrire de la façon suivante :

A

 n∑
j=1

xjvj

 =
m∑

i=1

yiui. (3.20)

Mais puisqueA est un oṕerateur lińeaire, on peut aussiécrire :

n∑
j=1

xjA(vj) =
m∑

i=1

yiui. (3.21)

En consid́erant maintenant que les vecteursA(vj) sont deśeléments deY, on peut les ŕe-́ecrire en
tant qu’une combinaison lińeaire de ses vecteurs de base :

A(vj) =
m∑

i=1

aijui, (3.22)

et en substituant l’équation 3.22 dans l’équation 3.21, on obtient :

n∑
j=1

xj

m∑
i=1

aijui =
m∑

i=1

yiui. (3.23)

En inversant l’ordre des sommations, on peutécrire :

m∑
i=1

ui

n∑
j=1

aijxj =
m∑

i=1

yiui, (3.24)

et en ŕearrangeant cette dernièreéquation, on produit le résultat :

m∑
i=1

ui

 n∑
j=1

aijxj − yi

 = 0. (3.25)

Finalement, en se rappelant que les vecteurs de baseui doiventêtre ind́ependants, on peut conclure
que leurs coefficients doivent forcémentêtre nuls, donc :

n∑
j=1

aijxj = yi. (3.26)

Ce qui correspond au produit de matrice :
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

...
am1 am2 · · · amn




x1

x2
...

xn

 =


y1

x2
...

ym

 , (3.27)

que l’on peut noterAx = y.

Autrement dit, toute transformation linéaire peut̂etre d́ecrite par une matriceA qu’il s’agit
de multiplier avec le vecteur que l’on veut transformer, pour obtenir le vecteur résultant de la
transformation.
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v1 = u1

xv2 = u2 q

Ax

θ

θ

Av1

Av2

sin
 θ

cos θ

-sin θ

co
s θ

(a) (b)

FIG. 3.3 –Transformation de rotation : (a) rotation du vecteurx ; (b) rotation des vecteurs de base
v1 etv2.

Comme exemple de transformation linéaire, consid́erons la rotation qui consisteà faire tourner
un vecteur autour de l’origine. Pour simplifier, utilisonsX = Y = <2 et travaillons avec les
vecteurs de base habituels, c’est-à-dire ceux du plan cartésien illustŕes à la figure 3.3a. La clef
ici est de transformer chaque vecteur de base commeà la figure 3.3b. Ceci s’accomplit grâceà
l’ équation 3.20 :

A(v1) = cos(θ)v1 + sin(θ)v2 = a11v1 + a21v2, (3.28)

A(v2) = − sin(θ)v1 + cos(θ)v2 = a12v1 + a22v2. (3.29)

Ce qui nous donne les deux colonnes d’une matrice de rotationA dans<2 :

A =

[
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]
(3.30)

3.2.2 Changement de base

Il est important de noter que la représentation matricielle d’une transformation linéaire n’est
pas unique car elle dépend des vecteurs de base. Dans cette sous-section, nous allons examiner ce
qu’il advient d’une transformation lorsqu’on effectue un changement de base.

Soit la transformation lińeaireA : X −→ Y et l’ensemble{v1,v2, . . . ,vn} des vecteurs de
base deX , et{u1,u2, . . . ,um} ceux deY. Par conśequent :

Ax = y,∀x ∈ X . (3.31)

Supposons maintenant que l’on veuille changer de base pourX etY. Soient{t1, t2, . . . , tn}
et {w1,w2, . . . ,wm} les nouveaux ensembles de vecteurs de base. Avec ces bases, nous aurons
A′x′ = y′,∀x′ ∈ X , où x = Btx

′, y = Bwy′, Bt = [t1t2 · · · tn] et Bw = [w1w2 · · ·wm]. En
substituant ces résultats dans l’équation 3.31, on obtient l’expression suivante :

ABtx
′ = Bwy′ (3.32)
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puis en multipliant de part et d’autre parB−1
w :

(B−1
w ABt)x

′ = y′, (3.33)

ce qui implique queA′ = B−1
w ABt.

On doit retenir qu’en changeant de base pour représenter nos vecteurs, nous changerons aussi
la repŕesentation matricielle de nos transformations. Le résultat sera le m̂eme car les deux transfor-
mations sont similaires. Seule la représentation change (les colonnes de nombres). L’intér̂et d’un
changement de base est que certaines représentations sont plus facilesà interpŕeter que d’autres,
comme nous le verrons plus loin.

3.2.3 Valeurs et vecteurs propres

Nous terminons ce chapitre en abordant une autre notion fondamentale pour l’analyse des
transformations lińeaires en ǵeńerale, et des réseaux de neurones en particulier : les valeurs et
vecteurs propres.

Soit la transformation lińeaireA : X −→ X (ici le domaine et l’image de la transformation
sont les m̂emes). Alors, les vecteursz ∈ X et les scalairesλ satisfaisant̀a la relation :

A(z) = λz (3.34)

sont dits«vecteurs propres» (z) et«valeurs propres» (λ), respectivement. Cette définition sṕecifie
qu’un vecteur propre d’une transformation donnée repŕesente une direction dans laquelle tous les
vecteurs pointant dans cette direction continuerontà pointer dans la m̂eme direction après la trans-
formation, mais avec un facteur d’échelleλ correspondant̀a la valeur propre associée. Notez bien
que cette interprétation n’est valide que lorsque les valeurs propres sont réelles et que les vecteurs
propres existent ce qui n’est pas toujours le cas.

En posant un certain ensemble de vecteur de base, on peut reformuler l’équation 3.34 sous sa
forme matricielle :

Az = λz (3.35)

ou d’une manìereéquivalente :
(A− λI)z = 0 (3.36)

où I repŕesente la matrice identité. Cette dernièreéquation implique que les colonnes deA − λI
sont d́ependantes et, par conséquent, que son déterminant est nul :

|A− λI| = 0 (3.37)

Ce d́eterminant est un polynôme de degŕen posśedant exactementn racines, dont certaines peuvent
être complexes et d’autres réṕet́ees.

Si l’on reprend notre exemple de la transformation de rotation :

A =

[
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]
(3.38)
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On peut ŕe-́ecrire l’équation 3.36 de la façon suivante :∣∣∣∣∣ cos θ − λ − sin θ
sin θ cos θ − λ

∣∣∣∣∣ = 0, (3.39)

ce qui donne le polyn̂ome suivant :

λ2 − 2λ cos θ + (cos2 θ + sin2 θ) = λ2 − 2λ cos θ + 1 = 0, (3.40)

dont les racinesλ1 = cos θ + j sin θ et λ2 = cos θ − j sin θ sont complexes. Ainsi, puisque qu’il
n’y a pas de valeur propre réelle (sauf pourθ = 0◦ ou encoreθ = 180◦), cela implique que tout
vecteur ŕeel transforḿe pointera dans une nouvelle direction (ce qui est l’effet recherché pour une
rotation !).

Lorsqu’une matriceA de dimensionn × n engendren valeurs propres distinctes, alors il est
possible d’engendrern vecteurs propres indépendants qui correspondentà un ensemble de vecteurs
de base pour la transformation queA repŕesente. Dans ce cas, on peut diagonaliser la matrice de
la transformation en effectuant un changement de base. Plus formellement, siB = [z1z2 · · · zn], la
matrice desn vecteurs propres, alors :

B−1AB =


λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · λn

 , (3.41)

où {λ1, λ2, . . . , λn} sont les valeurs propres deA. Ce ŕesultat d́ecoule directement de la définition
des vecteurs et valeurs propres de l’équation 3.35 :

AB = B


λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · λn

 (3.42)

Il nous sera tr̀es utile dans les chapitresà venir, lorsque nous analyserons la performance de divers
algorithmes d’apprentissage pour les réseaux de neurones.



Chapitre 4

Processus d’apprentissage

Parmi les propríet́es d́esirables pour un réseau de neurones, la plus fondamentale est sûrement
la capacit́e d’apprendre de son environnement, d’améliorer sa performancèa travers un processus
d’apprentissage. Mais qu’est-ce donc que l’apprentissage ? Malheureusement, il n’existe pas de
définition ǵeńerale, universellement acceptée, car ce concept toucheà trop de notions distinctes
qui dépendent du point de vue que l’on adopte.

Dans le contexte des réseaux de neurones artificiels, nous adopterons un point de vue pragma-
tique en proposant la définition suivante :

L’apprentissage est un processus dynamique et itératif permettant de modifier les
param̀etres d’un ŕeseau en ŕeaction avec les stimuli qu’il reçoit de son environne-
ment. Le type d’apprentissage est détermińe par la manìere dont les changements de
param̀etre surviennent.

Cette d́efinition implique qu’un ŕeseau se doit d’être stimuĺe par un environnement, qu’il subisse
des changements en réaction avec cette stimulation, et que ceux-ci provoquent dans le futur une
réponse nouvelle vis-à-vis de l’environnement. Ainsi, le réseau peut s’aḿeliorer avec le temps.

Dans la plupart des architectures que nousétudierons, l’apprentissage se traduit par une mo-
dification de l’efficacit́e synaptique, c’est-à-dire par un changement dans la valeur des poids qui
relient les neurones d’une coucheà l’autre. Soit le poidswi,j reliant le neuronei à son entŕeej. Au
tempst, un changement∆wi,j(t) de poids peut s’exprimer simplement de la façon suivante :

∆wi,j(t) = wi,j(t + 1)− wi,j(t), (4.1)

et, par conśequent,wi,j(t + 1) = wi,j(t) + ∆wi,j(t), avecwi,j(t + 1) etwi,j(t) repŕesentant respec-
tivement les nouvelle et ancienne valeurs du poidswi,j.

Un ensemble de règles bien d́efinies permettant de réaliser un tel processus d’adaptation des
poids constitue ce qu’on appelle l’algorithme1 d’apprentissage du réseau.

1Le mot«algorithme» provient du nom de famille d’un mathématicien perse nomḿe Mohammed Al-Khwarizmi
qui a v́ecu au 9̀e sìecle de notrèere. C’est̀a celui-ci que l’on attribue l’invention de règles pas-̀a-pas pour l’addition, la
soustraction, la multiplication ainsi que la division de nombres décimaux. En latin, son nom fut traduit par Algorismus,
qui par la suite se transforma en algorithme.

27



28 CHAPITRE 4. PROCESSUS D’APPRENTISSAGE

Dans la suite de ce chapitre, nous allons passer en revue différents types de règles ainsi que
diff érents principes pouvant guider l’apprentissage d’un réseau de neurone.

4.1 Par correction d’erreur

La premìere r̀egle que l’on peut utiliser est fondée sur la correction de l’erreur observée en
sortie. Soitai(t) la sortie que l’on obtient pour le neuronei au tempst. Cette sortie ŕesulte d’un
stimulusp(t) que l’on applique aux entrées du ŕeseau dont un des neurones correspond au neurone
i. Soit di(t) la sortie que l’on d́esire obtenir pour ce m̂eme neuronei au tempst. Alors, ai(t) et
di(t) seront ǵeńeralement diff́erents et il est naturel de calculer l’erreurei(t) entre ce qu’on obtient
et ce qu’on voudrait obtenir :

ei(t) = di(t)− ai(t), (4.2)

et de chercher un moyen de réduire autant que possible cette erreur. Sous forme vectorielle, on
obtient :

e(t) = d(t)− a(t), (4.3)

avece(t) = [e1(t)e2(t) · · · ei(t) · · · eS(t)] qui désigne le vecteur des erreurs observées sur lesS
neurones de sortie du réseau. L’apprentissage par correction des erreurs consisteà minimiser un
indice de performanceF baśe sur les signaux d’erreurei(t), dans le but de faire converger les
sorties du ŕeseau avec ce qu’on voudrait qu’elles soient. Un critère tr̀es populaire est la somme des
erreurs quadratiques :

F (e(t)) =
S∑

i=1

e2
i (t) = e(t)Te(t). (4.4)

Maintenant, il importe de remarquer que les paramètres libres d’un ŕeseau sont ses poids.
Prenons l’ensemble de ces poids et assemblons les sous la forme d’un vecteurw(t) au tempst.
Pour minimiserF (e(t)) = F (w(t)) = F (t), nous allons commencer par choisir des poids initiaux
(t = 0) au hasard, puis nous allons modifier ces poids de la manière suivante :

w(t + 1) = w(t) + ηx(t), (4.5)

où le vecteurx(t) désigne la direction dans laquelle nous allons chercher le minimum etη est une
constante positive d́eterminant l’amplitude du pas dans cette direction (la vitesse d’apprentissage).
L’objectif est de faire en sorte queF (t + 1) < F (t). Mais comment peut-on choisir la directionx
pour que la condition préćedente soit respectée ? Consid́erons la śerie de Taylor de 1er ordre autour
dew(t) :

F (t + 1) = F (t) +∇F (t)T ∆w(t), (4.6)

où∇F (t) désigne le gradient deF par rapport̀a ses param̀etres libres (les poidsw) au tempst, et
∆w(t) = w(t + 1) − w(t). Or, pour queF (t + 1) < F (t), il faut que la condition suivante soit
respect́ee :

∇F (t)T ∆w(t) = η∇F (t)Tx(t) < 0. (4.7)

N’importe quel vecteurx(t) qui respecte l’ińegalit́e de l’́equation 4.7 pointe donc dans une di-
rection qui diminueF . On parle alors d’une direction de«descente». Pour obtenir une descente
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w2

ÑF(t)

w (t)

FIG. 4.1 –Trajectoire de la descente du gradient.

maximum,étant donńeeη > 0, il faut que le vecteurx(t) pointe dans le sens opposé au gradient
car c’est dans ce cas que le produit scalaire sera minimum :

x(t) = −∇F (t) (4.8)

Ce qui engendre la règle dite de«descente du gradient» :

∆w(t) = −η∇F (t) (4.9)

illustréeà la figure 4.1. Dans l’espace des poids, cette figure montre les courbes de niveau deF
repŕesent́ees par des ellipses hypothétiques. La fl̀eche en pointilĺes montre la direction optimale
pour atteindre le minimum deF . La flèche pleine montre la direction du gradient qui est perpen-
diculaireà la courbe de niveau enw(t).

L’expression exacte du gradient dépend de la fonction d’activation utilisée pour les neurones.
Nous reviendrons en détails sur la ḿethode de la descente du gradient au chapitre 5, lorsque nous
traiterons du perceptron multicouche.

La règle de la correction des erreurs est utilisée pour beaucoup de réseaux de neurones artifi-
ciels, bien qu’elle ne soit pas plausible biologiquement. En effet, comment le cerveau pourrait-il
connâıtre a priori les sorties qu’il doit produire ? Cette règle ne peut̂etre utiliśee que dans un
contexte d’apprentissage supervisé sur lequel nous reviendrons bientôt.

4.2 Par la règle de Hebb

Dans cette section nous abordons une règle qui s’inspire des travaux du neurophysiologiste
Donald Hebb :

«When an axon of cell A is near enough to excite a cell B and repeatedly or per-
sistently takes part in firing it, some growth process or metabolic changes take place
in one or both cells such that A’s efficiency as one of the cells firing B, is increased.»
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Dans un contexte neurobiologique, Hebb cherchaità établir une forme d’apprentissage associatif
au niveau cellulaire. Dans le contexte des réseaux artificiels, on peut reformuler l’énonće de Hebb
sous la forme d’une règle d’apprentissage en deux parties :

1. Si deux neurones de part et d’autre d’un synapse (connexion) sont activés simultańement
(d’une manìere synchrone), alors la force de ce synapse doitêtre augmentée ;

2. Si les m̂emes deux neurones sont activés d’une manìere asynchrone, alors le synapse corres-
pondant doit̂etre affaibli ou carŕementéliminé.

Un tel synapse est dit«synapse hebbien». Il utilise un ḿecanisme interactif, d́ependant du temps et
de l’espace, pour augmenter l’efficacité synaptique d’une manière proportionnellèa la corŕelation
des activit́es pŕe- et post-synaptiques. De cette définition ressort les propriét́es suivantes :

1. Dépendance temporelle. Les modifications d’un synapse hebbien dépendent du moment
exact des activit́es pŕe- et post-synaptiques ;

2. Dépendance spatiale. Étant donńe la nature m̂eme du synapse qui constitue un lieu de trans-
mission d’information, l’apprentissage hebbien se doit de posséder une contigüıté spatiale.
C’est cette propríet́e qui, entre autres, permet l’apprentissage dit non-supervisé sur lequel
nous reviendrons bientôt ;

3. Interaction. L’apprentissage hebbien dépend d’une interaction entre les activités de part et
d’autre du synapse.

4. Conjonction ou corŕelation. Une interpŕetation de l’́enonće de Hebb est que la condition per-
mettant un changement dans l’efficacité synaptique est une conjonction des activités pŕe et
post-synaptiques. C’est la co-occurrence des activités de part et d’autre du synapse qui en-
gendre une modification de celui-ci. Une interprétation plus statistique réfèreà la corŕelation
de ces activit́es. Deux activit́es positives simultańees (corŕelation positive) engendrent une
augmentation de l’efficacité synaptique, alors que l’absence d’une telle corrélation engendre
une baisse de cette efficacité.

Mathématiquement, on peut exprimer la règle de Hebb sous sa forme la plus simple par la
formule suivante :

∆wj(t− 1) = ηpj(t)a(t), (4.10)

où η est une constante positive qui détermine la vitesse de l’apprentissage,pj(t) correspond̀a
l’activit é pŕe-synaptique (l’entŕee j du neurone) au tempst, et a(t) à l’activité post-synaptique
(sortie du neurone)̀a ce m̂eme tempst. Cette formule fait ressortir explicitement la corrélation
entre le signal qui entre et celui qui sort. Sous une forme vectorielle, onécrit :

∆w(t− 1) = ηp(t)a(t). (4.11)

Un probl̀eme imḿediat avec la r̀egle de l’́equation 4.11 est que les changements de poids∆wj(t)
peuvent crôıtre de façon exponentielle si, par exemple, l’entrée et la sortie demeurent constantes
dans le temps. Pour pallierà cette croissance exponentielle qui provoquerait invariablement une
saturation du poids, on ajoute parfois un facteur d’oubli qui retranche de la variation de poids, une
fractionα du poids actuel. On obtient ainsi :

∆wj(t− 1) = ηpj(t)a(t)− αwj(t− 1), (4.12)
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où 0 ≤ α ≤ 1 est une nouvelle constante. Sous forme vectorielle, onécrit :

∆w(t− 1) = ηp(t)a(t)− αw(t− 1). (4.13)

La règle de Hebb avec oubli,énonćeeà l’équation 4.13, contourne efficacement le problème
des poids qui croissent (ou décroissent) sans limite. Supposons quepj(t) = a(t) = 1 et que nous
ayons atteint le ŕegime permanent où ∆wj = 0. Alors, la valeur maximalewmax

j que peut atteindre
le poidswj(t) est donńee par :

wmax
j = (1− α)wmax

j + η (4.14)

=
η

α
. (4.15)

Mais cette r̀egle ne ŕesout pas tous les problèmes.À cause du terme d’oubli, il est primordial
que les stimuli soient réṕet́es ŕegulìerement, sinon les associations apprises grâceà la r̀egle de
l’ équation 4.13 serontéventuellement perdues car complètement oublíees. Une autre variante de la
règle de Hebb s’exprime donc de la manière suivante :

∆wj(t− 1) = ηpj(t)a(t)− αa(t)wj(t− 1). (4.16)

Et si l’on fixe α = η pour simplifier (on pose un rythme d’apprentissageégaleà celui de l’oubli),
on obtient la r̀egle dite«instar» :

∆wj(t− 1) = ηa(t) [pj(t)− wj(t− 1)] , (4.17)

que l’on peut ŕe-́ecrire sous sa forme vectorielle de la façon suivante :

∆w(t− 1) = ηa(t) [p(t)−w(t− 1)] . (4.18)

Une façon d’aborder cette règle, est de regarder ce qui se passe lorsquea(t) = 1 :

w(t) = w(t− 1) + η [p(t)−w(t− 1)] (4.19)

= (1− η)w(t− 1) + ηp(t). (4.20)

Alors, on constate qu’en présence d’une activité post-synaptique positive, le vecteur de poids est
déplaće dans la direction du vecteur d’entréep(t), le long du segment qui relie l’ancien vecteur de
poids avec le vecteur d’entrée, tel qu’illustŕe à la figure 4.2. Lorsqueη = 0, le nouveau vecteur de
poids est́egalà l’ancien (aucun changement). Lorsqueη = 1, le nouveau vecteur de poids estégal
au vecteur d’entŕee. Finalement, lorsqueη = 1

2
, le nouveau vecteur està mi-chemin entre l’ancien

vecteur de poids et le vecteur d’entrée.

Une propríet́e particulìerement int́eressante de la règle instar est qu’avec des entrées norma-
lisées, suite au processus d’apprentissage, les poidsw convergeront́egalement vers des vecteurs
normaliśes. Mais nous y reviendrons lorsque nous traiterons du réseau«instar».
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w(t-1)

p(t)

w(t)

FIG. 4.2 –Repŕesentation graphique de la règle«instar» lors d’une activit́e post-synaptique posi-
tive.

4.3 Comṕetitif

L’apprentissage compétitif, comme son nom l’indique, consisteà faire comṕetitionner les neu-
rones d’un ŕeseau pour d́eterminer lequel sera actifà un instant donńe. Contrairement aux autres
types d’apprentissage où, ǵeńeralement, tous les neurones peuvent apprendre simultanément et
de la m̂eme manìere, l’apprentissage compétitif produit un «vainqueur» ainsi que, parfois, un
ensemble de neurones«voisins» du vainqueur, et seuls ce vainqueur et, potentiellement, son voi-
sinage b́eńeficient d’une adaptation de leur poids. On dit alors que l’apprentissage est local car
limit é à un sous-ensemble des neurones du réseau.

Une r̀egle d’apprentissage compétitif comporte leśeléments suivants :
– Un ensemble de neurones identiques (même type) sauf pour les valeurs de leurs poids sy-

naptiques ;
– Une limite impośeeà la«force» d’un neurone ;
– Un mécanisme permettant aux neurones de compétitionner pour le droit de répondrèa un

certain sous-ensemble des stimuli d’entrée, de manièreà ce qu’un seul neurone de sortie
soit actifà la fois.

Ainsi, les neurones individuels peuvent apprendreà se sṕecialiser sur des sous-ensembles de sti-
muli similaires pour devenir des détecteurs de caractéristiques.

Dans leur forme la plus simple, les réseaux de neurones qui utilisent l’apprentissage compétitif
sont souvent constitués d’une seule couche de neurones de sortie, totalement connectée sur les
entŕees. Un neurone vainqueur modifiera ses poids synaptiques en les rapprochant (géoḿetriquement)
d’un stimulus d’entŕeep pour lequel il a battu tous les autres neurones lors de la compétition :

∆w =

{
η(p−w) si le neurone est vainqueur

0 autrement
, (4.21)

où 0 < η < 1 correspond̀a un taux d’apprentissage. Un neurone qui ne gagne pas la compétition
ne modifiera aucunement ses poids. Il ne sera donc pas affecté par le stimulus en question. Parfois,
on d́efinit également un voisinage autour du neurone gagnant et on applique une règle similaire sur
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les voisins, mais avec un taux d’apprentissage différent :

∆w =


η1(p−w) si le neurone est vainqueur
η2(p−w) si le neurone est voisin du vainqueur

0 autrement
, (4.22)

avecη2 ≤ η1.

Comme nous le verrons plus loin dans ce chapitre, l’apprentissage compétitif est surtout utiliśe
dans le contexte d’un apprentissage dit non-supervisé, c’est-̀a-dire lorsqu’on ne connait pas les
valeurs d́esiŕees pour les sorties du réseau.

4.4 Problème de l’affectation du cŕedit

Dans le domaine ǵeńeral de l’apprentissage, il existe un problème qui tourne autour de la
notion de«affectation du cŕedit»2. Essentiellement, il s’agit d’affecter le crédit d’un ŕesultat global,
par exemple l’ad́equation des sorties d’un réseau facèa un certain stimulus d’entrée,à l’ensemble
des d́ecisions internes prises par le système (le ŕeseau) et ayant conduità ce ŕesultat global. Dans le
cas de l’exemple d’un réseau, les d́ecisions internes correspondent aux sorties des neurones situés
sur les couches qui préc̀edent la couche de sortie. Ces couches sont habituellement qualifiées de
«couches cach́ees» car on ne dispose pas, a priori, d’information sur l’adéquation de leurs sorties.

Le probl̀eme de l’affectation du crédit est donc bien présent dans l’apprentissage des réseaux
de neurones. Par exemple, si l’on adopte une règle baśee sur la correction des erreurs, comment
fera-t-on pour calculer cette erreur sur les couches cachées, si l’on ne possède pas l’information
à propos de leurs sorties désiŕees ? De m̂eme, que fera-t-on si l’on dispose uniquement d’une
appŕeciation ǵeńerale de performance du réseau facèa chaque stimulus, et non des sorties désiŕees
pour chaque neurone de la couche de sortie ? Nous apporterons certainséléments de ŕeponsèa ces
questions dans les sous-sections suivantes, puis dans les chapitres subséquents au fur et̀a mesure
que nous aborderons des algorithmes concrets d’apprentissage.

4.5 Superviśe

L’apprentissage dit supervisé est caractériśe par la pŕesence d’un«professeur» qui poss̀ede
une connaissance approfondie de l’environnement dans lequelévolue le ŕeseau de neurones. En
pratique, les connaissances de ce professeur prennent la forme d’un ensemble deQ couples de
vecteurs d’entŕee et de sortie que nous noterons{(p1,d1), (p2,d2), . . . , (pQ,dQ)}, où pi désigne
un stimulus (entŕee) etdi la cible pour ce stimulus, c’est-à-dire les sorties d́esiŕees du ŕeseau.
Chaque couple(pi,di) correspond donc̀a un cas d’esp̀ece de ce que le réseau devrait produire
(la cible) pour un stimulus donné. Pour cette raison, l’apprentissage supervisé est aussi qualifíe
d’apprentissage par des exemples.

2Traduction litt́erale de«Credit assignment».
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e(t)
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d(t)

+

FIG. 4.3 –Sch́ema bloc de l’apprentissage supervisé.

L’apprentissage supervisé est illustŕe d’une manìere conceptuellèa la figure 4.3. L’environne-
ment est inconnu du réseau. Celui-ci produit un stimulusp qui est achemińe à la fois au professeur
et au ŕeseau. Gr̂aceà ses connaissances intrinsèques, le professeur produit une sortie désiŕeed(t)
pour ce stimulus. On suppose que cette réponse est optimale. Elle est ensuite comparée (par sous-
tration) avec la sortie du réseau pour produire un signal d’erreure(t) qui est ŕe-inject́e dans le
réseau pour modifier son comportement via une procédure it́erative qui,éventuellement, lui per-
met de simuler la ŕeponse du professeur. Autrement dit, la connaissance de l’environnement par le
professeur est graduellement transféŕee vers le ŕeseau jusqu’à l’atteinte d’un certain crit̀ere d’arr̂et.
Par la suite, on peut́eliminer le professeur et laisser le réseau fonctionner de façon autonome.

Le lecteur attentif aura remarqué qu’un apprentissage supervisé n’est rien d’autre qu’un syno-
nyme de l’apprentissage par correction des erreurs (voir section 4.1). Il possède donc les m̂emes
limitations,à savoir que sans professeur pour fournir les valeurs cibles, il ne peut d’aucune façon
apprendre de nouvelles stratégies pour de nouvelles situations qui ne sont pas couvertes par les
exemples d’apprentissage.

4.6 Par renforcement

L’apprentissage par renforcement permet de contourner certaines des limitations de l’appren-
tissage supervisé. Il consiste en un espèce d’apprentissage supervisé, mais avec un indice de sa-
tisfaction scalaire au lieu d’un signal d’erreur vectoriel. Ce type d’apprentissage est inspiré des
travaux en psychologie expérimentale de Thorndike (1911) :

«Of several responses made to the same situation, those which are accompanied or
closely followed by satisfaction to the animal will, other things being equal, be more
firmly connected with the situation, so that, when it recurs, they will be more likely to
recur ; those which are accompanied or closely followed by discomfort to the animal
will, other things being equal, have their connections with that situation weakened, so
that, when it recurs, they will be less likely to occur. The greater the satisfaction or
discomfort, the greater the strengthening or weakening of the bond.»

Même si cet́enonće ne peut expliquer̀a lui seul le comportement animal au niveau biologique, sa
simplicité et son pragmatisme peut nous permettre de composer des règles d’apprentissage utiles.
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Dans le contexte des réseaux de neurones artificiels, nous pouvons reformuler l’énonće de Thorn-
dike de la façon suivante :

Lorsqu’une action (d́ecision) prise par le réseau engendre un indice de satisfaction
positif, alors la tendance du réseaùa prendre cette action doitêtre renforćee. Autre-
ment, la tendancèa prendre cette action doitêtre diminúee.

En pratique, l’usage de l’apprentissage par renforcement est complexeà mettre en ?uvre, de sorte
que nous n’aborderons aucun réseau qui l’emploie. Il importe cependant de bien comprendre la
diff érence entre ce type d’apprentissage et l’apprentissage supervisé que nouśetudierons en d́etails
au chapitre 5.

L’apprentissage supervisé dispose d’un signal d’erreur qui non seulement permet de calcu-
ler un indice de satisfaction (p.ex. l’erreur quadratique moyenne), mais permet aussi d’estimer le
gradient local qui indique une direction pour l’adaptation des poids synaptiques. C’est cette infor-
mation fournie par le professeur qui fait toute la différence. Dans l’apprentissage par renforcement,
l’absence de signal d’erreur rend le calcul de ce gradient impossible. Pour estimer le gradient, le
réseau est obliǵe de tenter des actions et d’observer le résultat, pouŕeventuellement inf́erer une
direction de changement pour les poids synaptiques. Pour ce faire, il s’agit alors d’implanter un
processus d’essais et d’erreurs tout en retardant la récompense offerte par l’indice de satisfaction.
Ainsi, on introduit deux́etapes distinctes : une d’exploration où l’on essaie des directions aléatoires
de changement, et une d’exploitation où l’on prend une d́ecision. Ce processus en deuxétapes peut
ralentir consid́erablement l’apprentissage. De plus, il introduit un dilemme entre le désir d’utiliser
l’information déjà apprisèa propos du ḿerite des diff́erentes actions, et celui d’acquérir de nou-
velles connaissances sur les conséquences de ces décisions pour,́eventuellement, mieux les choisir
dans le futur.

4.7 Non-superviśe

La dernìere forme d’apprentissage que nous abordons est dite«non-superviśee» ou encore
«auto-organiśee». Elle est caractériśee par l’absence complète de professeur, c’est-à-dire qu’on
ne dispose ni d’un signal d’erreur, comme dans le cas supervisé, ni d’un indice de satisfaction,
comme dans le cas par renforcement. Nous ne disposons donc que d’un environnement qui fournit
des stimuli, et d’un ŕeseau qui doit apprendre sans intervention externe. En assimilant les stimuli de
l’environnement̀a une description de sonétat interne, la t̂ache du ŕeseau est alors de modéliser cet
état le mieux possible. Pour y arriver, il importe d’abord de définir une mesure de la qualité pour
ce mod̀ele, et de s’en servir par la suite pour optimiser les paramètres libres du ŕeseau, c’est-à-dire
ses poids synaptiques.À la fin de l’apprentissage, le réseau a d́evelopṕe une habilit́e à former des
repŕesentations internes des stimuli de l’environnement permettant d’encoder les caractéristiques
de ceux-ci et, par conséquent, de cŕeer automatiquement des classes de stimuli similaires.

L’apprentissage non-supervisé s’appuie ǵeńeralement sur un processus compétitif (voir sec-
tion 4.3) permettant d’engendrer un modèle òu les poids synaptiques des neurones représentent des
prototypes de stimuli. La qualité du mod̀ele ŕesultant doit s’́evaluer̀a l’aide d’une ḿetrique permet-
tant de mesurer la distance entre les stimuli et leurs prototypes. Souvent, cette métrique est baśee
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sur la normel2 (voir section 3.1.4). C’est le processus de compétition qui permet de śelectionner le
prototype associé à chaque stimulus en recherchant le neurone dont le vecteur de poids synaptiques
est le plus proche (au sens de la métrique choisie) du stimulus en question.

4.8 Tâches d’apprentissage

Nous terminons ce chapitre enénuḿerant diff́erentes catégories de t̂aches que l’on peut vouloir
réaliser avec un réseau de neurones :

1. Approximation. Soit la fonctiong telle que :

d = g(p), (4.23)

où p est l’argument de la fonction (un vecteur) etd la valeur (un scalaire) de cette fonction
évalúee enp. Supposons maintenant que la fonctiong(·) est inconnue. La tâche d’approxi-
mation consiste alors̀a concevoir un ŕeseau de neurones capable d’associer leséléments
des couples entrée-sortie :{(p1, d1), (p2, d2), . . . , (pQ, dQ)}. Ce probl̀eme peut̂etre ŕesoluà
l’aide d’un apprentissage supervisé sur lesQ exemples, avec lespi repŕesentant les stimuli,
et lesdi repŕesentant les sorties désiŕees pour chacun de ces stimuli, aveci = 1, 2, . . . , Q.
Ou inversement, on peut aussi dire que l’apprentissage supervisé est un probl̀eme d’approxi-
mation de fonction ;

2. Association. Il en existe deux types : l’auto-association et l’hét́ero-association. Le problème
de l’auto-association consisteà mémoriser un ensemble de patrons (vecteurs) en les présentant
successivement au réseau. Par la suite, on présente au réseau une version partielle ou déformée
d’un patron original, et la tâche consistèa produire en sortie le patron original correspondant.
Le probl̀eme de l’h́et́ero-association consiste quantà lui à associer des paires de patrons :
un patron d’entŕee et un patron de sortie. L’auto-association implique un apprentissage non
superviśe, alors que l’h́et́ero-association requiert plutôt un apprentissage supervisé.

3. Classement. Pour cette t̂ache, il existe un nombre fixe de catégories (classes) de stimuli
d’entŕee que le ŕeseau doit apprendrèa reconnâıtre. Dans un premier temps, le réseau doit
entreprendre une phase d’apprentissage supervisé durant laquelle les stimuli sont présent́es
en entŕee et les catégories sont utiliśees pour former les sorties désiŕees, ǵeńeralement en
utilisant une sortie par catégorie. Ainsi, la sortie 1 est associéeà la cat́egorie 1, la sortie 2̀a
la cat́egorie 2, etc. Pour un problème comportantQ cat́egories, on peut par exemple fixer les
sorties d́esiŕeesd = [d1, d2, . . . , dQ]T à l’aide de l’expression suivante :

di =

{
1 si le stimulus appartient̀a la cat́egoriei
0 autrement

, i = 1, . . . , Q. (4.24)

Par la suite, dans une phase de reconnaissance, il suffira de présenter au réseau n’importe
quel stimulus inconnu pour pouvoir procéder au classement de celui-ci dans l’une ou l’autre
des cat́egories. Une r̀egle simple de classement consiste, par exemple,à choisir la cat́egorie
assocíee avec la sortie maximale.
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4. Prédiction. La notion de pŕediction est l’une des plus fondamentales en apprentissage. Il
s’agit d’un probl̀eme de traitement temporel de signal. En supposant que nous possédonsM
échantillons passés d’un signal,x(t− 1), x(t− 2), . . . , x(t−M), échantillonńesà intervalle
de temps fixe, la tâche consistèa pŕedire la valeur dex au tempst. Ce probl̀eme de pŕediction
peutêtre ŕesolu gr̂aceà un apprentissage par correction des erreurs, mais d’une manière non
superviśe (sans professeur),étant donńe que les valeurs de sortie désiŕee peuvent̂etre inf́eŕees
directement de la série chronologique. Plus préciśement, l’́echantillon dex(t) peut servir de
valeur d́esiŕee et le signal d’erreur pour l’adaptation des poids se calcule simplement par
l’ équation suivante :

e(t) = x(t)− x̂(t | t− 1, t− 2, . . . , t−M), (4.25)

oùx(t) désigne la sortie d́esiŕee et̂x(t | t−1, t−2, . . . , t−M) repŕesente la sortie observée du
réseaúetant donńe lesM échantillons pŕećedents. La pŕediction s’apparentèa la construction
d’un mod̀ele physique de la série chronologique. Dans la mesure où le ŕeseau possède des
neurones dont la fonction de transfert est non-linéaire, le mod̀ele pourra lui-aussîetre non-
linéaire.

5. Commande. La commande d’un processus est une autre tâche d’apprentissage que l’on peut
aborderà l’aide d’un ŕeseau de neurones. Considérons un système dynamique non-lińeaire
{u(t), y(t)} où u(t) désigne l’entŕee du syst̀eme ety(t) correspond̀a la ŕeponse de celui-ci.
Dans le cas ǵeńeral, on d́esire commander ce système de manière à ce qu’il se comporte
selon un mod̀ele de ŕeférence, souvent un modèle linéaire,{r(t), d(t)}, où pour tout temps
t ≥ 0, on arriveà produire une commandeu(t) telle que :

lim
t→∞

|d(t)− y(t)| = 0, (4.26)

de manìereà ce que la sortie du système suivent de près celle du mod̀ele de ŕeférence. Ceci
peut se ŕealiser gr̂aceà certains types de réseaux supervisés.

Dans les chapitres qui suivent, nous allons aborder des réseaux sṕecifiques en commençant par l’un
des plus connus et des plus utilisés : le perceptron multicouches et son algorithme de rétropropagation
des erreurs.
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Chapitre 5

Perceptron multicouche

Le premier ŕeseau de neurones que nous allonsétudier s’appelle le«perceptron multicouche1»
(PMC). Ce type de ŕeseau est dans la famille géńerale des ŕeseaux̀a«propagation vers l’avant2»,
c’est-̀a-dire qu’en mode normal d’utilisation, l’information se propage dans un sens unique, des
entŕees vers les sorties sans aucune rétroaction. Son apprentissage est de type supervisé, par cor-
rection des erreurs (chapitre 4). Dans ce cas uniquement, le signal d’erreur est«rétropropaǵe» vers
les entŕees pour mettrèa jour les poids des neurones.

Le perceptron multicouche est un des réseaux de neurones les plus utilisés pour des problèmes
d’approximation, de classification et de prédiction. Il est habituellement constitué de deux ou trois
couches de neurones totalement connectés. Avant d’eńetudier le fonctionnement global, nous al-
lons nous attarder̀a divers cas particuliers plus simples. En particulier, nous allons aborder le cas
du perceptron simple, c’est-à-dire le perceptroǹa une seule couche de neurones dont les fonctions
d’activation sont de type seuils (section 2.3). Nous allons ensuite considérer diff́erentes r̀egles d’ap-
prentissage pour la correction des erreurs. Nous traiterons le cas de la règle LMS3, de l’algorithme
de ŕetropropagation (en anglais«backpropagation»), de la ḿethode de Newton et de la méthode
du gradient conjugúe.

5.1 Perceptron simple

Le perceptron simple est illustré à la figure 5.1. En suivant la notation schématiquéetablie au
chapitre 2, il s’agit d’une seule couche deS neurones totalement connectée sur un vecteurp deR
entŕees. La matriceW = [1w 2w · · · Sw]T de dimensionS×R repŕesente l’ensemble des poids de
la couche, avec les vecteur-rangéesiw (dimensionR× 1) repŕesentant lesR poids des connexions
reliant le neuronei avec ses entrées. Le vecteurb (dimensionS×1) désigne l’ensemble desS biais
de la couche. Les niveaux d’activationn = Wp − b = [n1n2 · · ·nS]T des neurones de la couche
servent d’argument̀a la fonction d’activation qui applique un seuil au niveau 0 (section 2.3) pour

1En anglais«multilayer perceptron» ou MLP.
2En anglais«feedforward networks».
3En anglais«Least Mean Square».
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a

Entrée Couche de S neurones

a = hardlims(Wp−b)

W

b

+

p
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-1

S x 1

R x 1
S x R

S x 1 S x 1

R S

FIG. 5.1 –Perceptronà une seule couche avec fonction seuil.

produire le vecteur des sortiesa = [a1 a2 · · · aS]T , où :

ai =

{
+1 si ni ≥ 0
−1 autrement

(5.1)

Consid́erons maintenant le cas non-trivial le plus simple,à savoir lorsqueR = 2 etS = 1, c’est-̀a-
dire lorsque la couche n’est formée que d’un seul neurone relié à deux entŕees. Dans ce cas, nous
auronsp = [p1 p2]

T , W = [1w]T = [w1,1 w1,2], b = [b1] eta = [a1], où :

a1 =

{
+1 si w1,1 p1 + w1,2 p2 ≥ b1

−1 autrement
(5.2)

Cette dernìere équation nous indique clairement que la sortie du réseau (neurone) peut prendre
seulement deux valeurs distinctes selon le niveau d’activation du neurone :−1 lorsque ce dernier
est strictement inf́erieur à 0 ; +1 dans le cas contraire. Il existe donc dans l’espace des entrées
une frontìere d́elimitant deux ŕegions correspondantes. Cette frontière est d́efinie par la condition
w1,1 p1 + w1,2 p2 = b1 de l’équation 5.2 qui correspondà l’expression ǵeńerale d’une droite, telle
qu’illustréeà la figure 5.2.́Etant donńe un certain vecteur de poidsw = [w1,1 w1,2]

T , il est aiśe de
montrer que ce vecteur doitêtre perpendiculairèa cette droite. En effet, pour tous les pointsp de
la droite, nous avons la relationwTp = b, où b = b1. Or le termewTp correspond̀a un produit
scalaire (section 3.1.3) et l’on sait que<x,y> = ||x|| ||y|| cos θ (équation 3.12), òu θ repŕesente
l’angle entre les vecteursx ety. Nous avons donc :

<w,p> = ||w|| ||p|| cos θ = b (5.3)

pour tous les pointsp qui appartiennent̀a la droite, et le produit scalaire doit rester constant. Mais
s’il reste constant alors que la norme dep change, c’est parce que l’angle entre les vecteurs doit
aussi changer. Soitp⊥, le point de la droite dont le vecteur correspondant possède la plus petite
norme. Ce vecteur est perpendiculaireà la droite et sa norme correspondà la distance perpendicu-
laire entre la droite et l’origine. Maintenant, si sa norme est minimale, c’est quecos θ est maximal
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p1
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w

n > 0

n < 0

n = 0

FIG. 5.2 –Frontière de d́ecision pour un perceptron simpleà 1 neurone et deux entrées.

et, par conśequent, que l’angleθ entrep⊥ etw est nul. Ainsi,w pointe dans la m̂eme direction que
p⊥ et :

||p⊥|| =
b

||w||
(5.4)

Nous pouvonśegalement d́eduire que l’origine appartiendraà la ŕegion griśee (n > 0) si, et seule-
ment si,b < 0. Autrement, commèa la figure 5.2, l’origine appartiendràa la ŕegionn < 0. Si
b = 0, alors la frontìere de d́ecision passera par l’origine.

Si l’on consid̀ere maintenant le cas où S > 1, alors chaque neuronei posśedera son propre
vecteur de poidsiw et son propre biaisbi, et nous nous retrouverons avecS frontières de d́ecision
distinctes. Toutes ces frontières de d́ecision seront lińeaires. Elles permettront chacune de découper
l’espace d’entŕee en deux ŕegions infinies, de part et d’autre d’une droite. Chaque neurone d’un
perceptron simple permet donc de résoudre parfaitement un problème de classification (voir sec-
tion 4.8) à deux classes,̀a condition que celles-ci soient linéairement śeparables. Il ne reste plus
qu’à trouver une r̀egle d’apprentissage pour pouvoir déterminer les poids et les biais du réseau
permettant de classer au mieuxQ couples d’apprentissage :

{(p1,d1), (p2,d2), . . . , (pQ,dQ)} (5.5)

Pour fixer les id́ees, consid́erons le probl̀eme particulier, illustŕe à la figure 5.3, consistantà
discriminer entre le point noir (p1) et les points blancs (p2 etp3) définis par :{(

p1 =

[
1
2

]
, d1 = +1

)
,

(
p2 =

[
−1
2

]
, d2 = −1

)
,

(
p3 =

[
0
−2

]
, d3 = −1

)}
(5.6)

et fixonsS = 1 (un seul neurone). Il s’agit de trouver un vecteur de poidsw correspondant̀a
l’une ou l’autre des frontìeres de d́ecision illustŕeesà la figure 5.3a. Pour simplifier davantage,
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(a) (b) (c) (d)

FIG. 5.3 –Exemple d’un probl̀emeà deux classes (points noirs vs points blancs).

nous supposons pour cet exemple queb = 0, de sorte que les frontières de d́ecision induites par
w passent toutes par l’origine. Le problème, bien ŝur, est que nous ne connaissons pas a priori la
bonne orientation pourw. Nous allons donc l’initialiser aléatoirement, par exemplew = [1−1]T

(voir figure 5.3b).

Consid́erons le pointp1 (point noir). La sortie du ŕeseau pour ce point est donnée par :

a = hardlims(wTp1) = hardlims

(
[1−1]

[
1
2

])
= hardlims(−1) = −1 (5.7)

Or, la sortie d́esiŕee pour ce point est +1 (les zones grisesà la figure 5.3 produisent une sortie +1).
Le réseau n’a donc pas le comportement désiŕe, il faudra modifier le vecteurw. On peut remarquer
que dans le cas particulier de ce problème simplifíe, la norme dew ne compte pas car le biais est
nul, seule son orientation importe.

Comment pourrions-nous modifierw pour que le ŕeseau puisse classifier adéquatement le
pointp1 ? Une solution consisteraità fixerw = p1, tel qu’illustré à la figure 5.3c. De cette manière,
le pointp1 serait parfaitement classer. Mais le problème avec cette approche est que la frontière
de d́ecision bondirait d’un stimulus̀a l’autre au fil de l’apprentissage ce qui pourrait engendrer des
oscillations et emp̂echer la convergence dans certains cas. La solution consiste doncà prendre une
position interḿediaire en approchant la direction dew de celle dep1 :

w(t + 1) = w(t) + p1 (5.8)

tel qu’illustré à la figure 5.3d. Cette règle fonctionne bien pour la catégorie de stimulus òu l’on
désire obtenir une sortie +1. Dans la situation inverse, il faut au contraireéloignerw de p1.
Définissons un signal d’erreure = d−a

2
où e ∈ {−1, 0, +1}. Alors, nous avons l’ensemble sui-

vant de r̀egles :

∆w =


p si e = +1
0 si e = 0
−p si e = −1

(5.9)

où ∆w = w(t+1)−w(t) etp est le stimulus que l’on chercheà apprendre. Dans le cas où b 6= 0,
on peut aussi mettrèa jour le biais en observant simplement que celui-ci n’est rien d’autre qu’un
poids comme les autres, mais dont l’entrée est fix́eeà -1. Ainsi :

∆b = −e (5.10)
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(a) (b) (c)

FIG. 5.4 –Exemples de problèmes non lińeairement śeparables.

Et dans le cas ǵeńeral òu l’on dispose deS neurones, on peut réécrire l’équation 5.9 sous forme
matricielle de la façon suivante :

∆W = epT (5.11)

∆b = −e (5.12)

où e = [e1e2 · · · eS]T = d− a est le vecteur des erreurs que l’on observe en sortie pour le stimulus
p.

Malgré sa relative simplicit́e, la r̀egle du perceptron s’avère tr̀es puissante. Vous pouvez faci-
lement exṕerimenter avec cette règle gr̂aceà la«Neural Network toolbox» de Matlab, programme
de d́emonstrationnnd4pr .

Nous ne d́emontrerons pas ici qu’elle converge toujours vers une solution en un nombre fini
d’it érations, mais sachez qu’une telle preuve existe. Il importe cependant de connaı̂tre les hy-
poth̀eses sous-jacentesà cette preuve :

1. Le probl̀eme doitêtre lińeairement śeparable ;

2. Les poids ne sont mis̀a jour que lorsqu’un stimulus d’entrée est clasśe incorrectement ;

3. Il existe une borne supérieure sur la norme des vecteurs de poids.

La premìere hypoth̀ese va de soit car s’il n’existe aucune solution linéaire au probl̀eme, on ne peut
pas s’attendrèa ce qu’un ŕeseau qui ne peut produire que des solutions linéaires puisse converger !
La deuxìeme hypoth̀ese est implicite dans l’équation 5.11. Lorsque le signal d’erreure est nul,
le changement de poids∆W est également nul. La troisième hypoth̀ese est plus subtile mais
non limitative. Si l’on s’arrange pour conserver le ratio||w||

b
constant, sans changer l’orientation

dew pour un neurone donné, on ne change aucunement la frontière de d́ecision que ce neurone
engendre. Sans perte de géńeralit́e, on peut donc réduire la norme des poids lorsque celle-ci devient
trop grande.

Mais qu’entend-on par un problèmeà deux classes«linéairement śeparables» ? Et bien sim-
plement un probl̀eme de classification dont la frontière de d́ecision permettant de séparer les deux
classes peut s’exprimer sous la forme d’un hyperplan (plan dans un espaceà n dimensions). Par
exemple, les problèmes de la figure 5.4 ne sont pas séparables en deux dimensions (par de simples
droites). Des frontìeres possibles sont dessinées en pointilĺes. Elles sont toutes non linéaires.
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FIG. 5.5 –Réseau ADALINE.

5.2 Règle LMS

À la section pŕećedente, nous avons traité le cas du perceptron simple où les neurones utilisent
une fonction de transfert de type«seuil». Nous allons maintenant considérer la m̂eme architecture
de ŕeseaùa une seule couche mais avec cette fois-ci une fonction de transfert linéaire commèa la
figure 5.5. Ce ŕeseau s’appelle«ADALINE » (en anglais«ADAptive LInear NEuron») à cause de
sa fonction de transfert lińeaire. Il souffre des m̂emes limitations que le perceptron simple : il ne
peut ŕesoudre que des problèmes lińeairement śeparables. Cependant, son algorithme d’apprentis-
sage, la r̀egle du«Least Mean Square», est beaucoup plus puissante que la règle du perceptron
original, car bien que cette dernière soit assurée de converger vers une solution, si celle-ci existe,
le réseau ŕesultant est parfois sensible au bruit puisque la frontière de d́ecision se retrouve sou-
vent trop proche des patrons d’apprentissage (l’algorithme s’arrête d̀es que tous les patrons sont
biens clasśes). En revanche, la règle LMS minimise l’erreur quadratique moyenne, de sorte que la
frontière de d́ecision a tendancèa se retrouver aussi loin que possible des prototypes.

En pratique, la r̀egle du LMS a d́ebouch́e vers de nombreuses applications dont une des plus
fameuses est l’annulation de l’écho pour les communications téléphoniques. Lorsque que vous
faites un appel inter-urbain ou outre-mer, vous vous trouvez peut-être, sans le savoir,à utiliser un
réseau ADALINE !

Commeà la section 4.1 òu nous avons d́evelopṕe le concept d’un apprentissage par correction
des erreurs, et comme son nom l’indique, la règle LMS consistèa tenter de minimiser un indice
de performanceF baśe sur l’erreur quadratique moyenne. Possédant un ensemble d’apprentissage
deQ associations stimulus/cible{(pq,dq)}, q = 1, . . . , Q, où pq repŕesente un vecteur stimulus
(entŕees) etdq un vecteur cible (sorties désiŕees),̀a chaque instantt, on peut propager vers l’avant
un stimulus diff́erentp(t) à travers le ŕeseau de la figure 5.5 pour obtenir un vecteur de sortiesa(t).
Ceci nous permet de calculer l’erreure(t) entre ce que le réseau produit en sortie pour ce stimulus
et la cibled(t) qui lui est associée :

e(t) = d(t)− a(t). (5.13)
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Sachant que tous les neurones d’une même couche sont indépendants les uns des autres, et
pour simplifier leśequations, nous allons développer la r̀egle LMS pourS = 1, c’est-̀a-dire le cas
d’un seul neurone. Ensuite, nous pourrons facilement l’étendre au cas géńeral deS neurones. Nous
allons aussi regrouper tous les paramètres libres du neurone en un seul vecteurx :

x =

[
w
b

]
. (5.14)

De même, nous allons regrouper en un vecteury le stimulusp et l’entŕee virtuelle−1 assocíee au
biais du neurone :

y =

[
p
−1

]
. (5.15)

Ce qui nous permettra d’écrire la sortiea du neurone sous une forme simplifiée :

a = wTp− b = xTy. (5.16)

Nous allons donc travailler avec le signal d’erreur scalairee(t) = d(t) − a(t) et construire notre
indice de performanceF en fonction du vecteurx des param̀etres libres du neurone :

F (x) = E
[
e2(t)

]
, (5.17)

oùE[·] désigne l’esṕerance math́ematique. Le problème avec cettéequation est que l’on ne peut pas
facilement calculer cette espérance math́ematique puisqu’on ne connaı̂t pas les lois de probabilité
de x. On pourrait faire la moyenne des erreurs pour lesQ associations d’apprentissage mais ce
serait long. Une id́ee plus int́eressante, et plus performante en pratique, consiste simplementà
estimer l’erreur quadratique moyenne par l’erreur quadratique instantanée pour chaque association
d’apprentissage :

F̂ (x) = e2(t). (5.18)

Alors, à chaque it́eration de l’algorithme, on peut calculer le vecteur gradient de cet estimé :

∇̂F (x) = ∇e2(t), (5.19)

où lesR premierśeléments de∇e2(t) correspondent aux dérivés partielles par rapport auxR poids
du neurone, et le dernierélément correspond̀a la d́erivé partielle par rapport̀a son biais. Ainsi :

[
∇e2(t)

]
j
=

∂e2(t)

∂w1,j

= 2e(t)
∂e(t)

∂w1,j

, j = 1, . . . , R, (5.20)

et : [
∇e2(t)

]
R+1

=
∂e2(t)

∂b
= 2e(t)

∂e(t)

∂b
. (5.21)

Il s’agit maintenant de calculer les deux dérivés partielles dee(t) par rapport̀aw1,j :

∂e(t)

∂w1,j

=
∂[d(t)− a(t)]

∂w1,j

=
∂

∂w1,j

[
d(t)− (1w

Tp(t)− b1)
]

=
∂

∂w1,j

[
d(t)−

(
R∑

k=1

w1,k pk(t)− b1

)]
= −pj(t), (5.22)
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et b :
∂e(t)

∂b
= 1. (5.23)

Notez bien que les termespj(t) et−1 sont leśeléments dey, de sorte qu’on peut́ecrire :

∇̂F (x) = ∇e2(t) = −2e(t)y(t). (5.24)

Ce ŕesultat nous permet aussi d’apprécier la simplicit́e qu’engendre l’id́ee d’utiliser l’erreur instan-
tańee plut̂ot que l’erreur moyenne. Pour calculer le gradient estimé de notre indice de performance,
il suffit de multiplier l’erreur instantańee par le stimulus d’entrée !

L’ équation 5.24 va nous permettre d’appliquer la méthode de la descente du gradient décrite
par l’équation 4.7 (voir section 4.1, page 28) pour modifier les paramètres du neurone dans le sens
d’une diminution deF :

∆x(t) = x(t + 1)− x(t) = −η∇F (x)
∣∣∣x=x(t) . (5.25)

En substituant∇F (x) par∇̂F (x), on obtient :

∆x(t) = 2ηe(t)y(t), (5.26)

ce quiéquivautà :

∆w(t) = 2ηe(t)p(t), (5.27)

∆b(t) = −2ηe(t). (5.28)

Les équations 5.27 et 5.28 définissent la r̀egle LMS de base. On la nommeégalement r̀egle de
Widrow-Hoff, du nom de ses auteurs. Dans le cas d’une couche deS neurones, nous pourrons
mettreà jour chaque ranǵeei de la matrice de poids ainsi que chaqueélémenti du vecteur de biais
à l’aide deśequations suivantes :

∆iw(t) = 2ηei(t)p(t), (5.29)

∆bi(t) = −2ηei(t). (5.30)

Ce qui nous permet de réécrire le tout sous la forme matricielle :

∆W(t) = 2ηe(t)pT (t), (5.31)

∆b(t) = −2ηe(t). (5.32)

Même si nous ne d́emontrerons pas ici la convergence de l’algorithme LMS, il importe de rete-
nir que pour les indices de performance quadratiques (comme dans le cas ADALINE), la méthode
de la descente du gradient est garantie de converger vers un minimum global,à condition de res-
treindre la valeur du taux d’apprentissage. En pratique, nous sommes intéresśesà fixer η le plus
grand possible pour converger le plus rapidement possible (par de grands pas). Mais il existe un
seuil à partir duquel un trop grandη peut faire diverger l’algorithme. Le gradientétant toujours
perpendiculaire aux lignes de contour deF (x), un petitη permettra de suivre ces lignes de contour
vers le bas jusqu’à ce qu’on rencontre le minimum global. En voulant aller trop vite, l’algorithme
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(a) (b) (c)

FIG. 5.6 –Trajectoire de la descente du gradient pour différents taux d’apprentissage : (a) taux
faible ; (b) taux moyen ; (c) taux (trop)́elev́e.

peut sauter par dessus un contour et se mettreà osciller. Dans le cas quadratique, les lignes de
contour ont une forme elliptique commeà la figure 5.6. Lorsque le taux est faible, la trajectoire est
continue mais peut converger lentement vers l’optimum. Avec un taux plusélev́e (moyen), les pas
sont plus grands mais peuvent avoir tendanceà osciller. On atteint normalement l’optimum plus
rapidement. Lorsque le taux est tropélev́e, l’algorithme peut diverger.

On peut montrer que pour garantir la convergence de l’algorithme LMS avec le réseau ADA-
LINE, il faut que0 < η < 1

λmax
où λmax est la plus grande valeur propre de la matriceE

[
y yT

]
.

Pour initialiser l’algorithme, il s’agit simplement de fixer tous les poids et biais du réseaùa źero.
Puis, pour ŕealiser l’apprentissage, il s’agit de lui présenter toutes les associations stimulus/cible
disponibles,̀a tour de r̂ole, et de mettre les poidsà jourà chaque fois en utilisant leséquations 5.31
et 5.32. Une ṕeriode d’entrâınement correspond̀a appliquer ceśequations une fois pour chaque
couple(pi,di), i = 1, . . . , Q. Notez qu’il peut̂etre avantageux de permuter l’ordre de présentation
à chaque ṕeriode. L’algorithme it̀ere ainsi jusqu’̀a un nombre maximum (fix́e a priori) de ṕeriodes
ou encore jusqu’à ce que la somme des erreurs quadratiques en sortie soit inférieureà un certain
seuil.

5.3 Réseau multicouche

Jusqu’̀a pŕesent, nous n’avons traité que des ŕeseaux̀a une seule couche de neurones. Nous
avons aussi vu que ces réseaux ne pouvaient résoudre que des problèmes de classification linéai-
rement śeparables. Les réseaux multicouches permettent de lever cette limitation. On peut même
démontrer qu’avec un réseau de trois couches (deux couches cachées + une couche de sortie),
comme celui de la figure 2.7 (voir page 14), on peut construire des frontières de d́ecision de com-
plexité quelconque, ouvertes ou fermées, concaves ou convexes,à condition d’employer une fonc-
tion de transfert non lińeaire et de disposer de suffisamment de neurones sur les couches cachées.

Un réseau multicouche n’est rien d’autre qu’un assemblage de couches concatéńees les unes



48 CHAPITRE 5. PERCEPTRON MULTICOUCHE

∑2

2
p1

p2

∑
1

-1

n1
1 a1

1

Entrées Couche de décision

∑
-1.5

-1

n1
2 a1

2

-1

-1

2

1

n2
1 a2

1

1
1.5

-1

Conjonction

FIG. 5.7 –Réseau multicouche pour résoudre le probl̀eme du«ou exclusif».

aux autres, de la gauche vers la droite, en prenant les sorties d’une couche et en les injectant comme
les entŕees de la couche suivante.À la section suivante, nous allons développer l’algorithme dit de
«rétropropagation des erreurs» qui permet d’entrâıner un ŕeseau multicouche. Mais pour l’instant
nous allons tenter d’illustrer̀a quoi servent les couches supplémentaires. Une chose que l’on peut
déjà remarquer est qu’il ne sertà rien d’assembler plusieurs couches ADALINE car la combinaison
de plusieurs couches linéaires peut toujours se ramenerà une seule couche linéaireéquivalente.
C’est pourquoi, pour̂etre utile, un ŕeseau multicouche doit toujours posséder des neurones avec
fonctions de transfert non-linéaires sur ses couches cachées. Sur sa couche de sortie, selon le type
d’application, il pourra comporter des neurones linéaires ou non-lińeaires.

5.3.1 Probl̀eme du«ou exclusif»

À la figure 5.4a, nous avons illustré un probl̀eme de classification non séparable lińeairement.
Il s’agit du probl̀eme classique du«ou exclusif» (xor) que l’on ne peut pas résoudre ni avec un
perceptron simple, ni avec un réseau ADALINE, car les points noirs ne peuvent pasêtre śepaŕes
des blancs̀a l’aide d’une seule frontière de d́ecision lińeaire. Dans ce problème, les points noirs
repŕesentent le vrai (valeur 1) et les points blancs le faux (valeur 0). Le«ou exclusif», pourêtre
vrai, exige qu’une seule de ses entrées soit vraie, sinon il est faux. On peut résoudre facilement ce
probl̀emeà l’aide du ŕeseau multicouche illustré à la figure 5.7. Ce réseaùa deux couches utilise
des fonctions de transfert seuil. Sur la première couche, chaque neurone engendre les frontières
de d́ecision illustŕees aux figures 5.8a et 5.8b. Les zones grisées repŕesentent la ŕegion de l’espace
d’entŕee du ŕeseau pour laquelle le neurone correspondant produit une réponse vrai. Le r̂ole du
neurone sur la couche de sortie, illustré à la figure 5.8c, consistèa effectuer la conjonction des
deux ŕegions produites par les neurones de la première couche. Notez bien que les entrées de
la deuxìeme couche sont les sorties de la première couche. La figure 5.8 représente toutes les
frontières de d́ecision dans l’espace des entrées. La frontìere de d́ecision engendrée par le neurone
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FIG. 5.8 –Frontières de d́ecision engendrées par le ŕeseau de la figure 5.7 : (a) neurone 1 de la
couche 1 ; (b) neurone 2 de la couche 1 ; (c) neurone 1 de la couche 2.
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FIG. 5.9 –Frontière de d́ecision engendrée par le neurone qui effectue une conjonction.

de la couche de sortie est aussi illustrée dans son propre espace d’entréeà la figure 5.9. Il importe
de remarquer que la sortie des fonctions seuils employéesétant limit́ee aux valeurs{0, 1} (que l’on
interpr̀ete comméetant respectivement faux et vrai), seuls les coins du carré illustŕe à la figure sont
pertinents. Pour réaliser une conjonction (un«et logique»), le neurone effectue donc la somme de
ses deux entrées et fixe un seuil̀a 1.5. Si la somme est inférieurà 1.5, alors il produit vrai en sortie,
sinon il produit faux. Dans ce cas, seul le coin supérieur droite du carré produit vrai en sortie.

Mentionnons finalement que le réseau de la figure 5.7 n’est pas le seulà pouvoir ŕesoudre
ce probl̀eme du«ou exclusif». D’autres combinaisons de poids et de biais pourraient produire le
même ŕesultat (pouvez-vous en trouver d’autres ?).

5.3.2 Approximation de fonction

Pour faire de l’approximation de fonction (section 4.8), on peut montrer qu’un réseau mul-
ticouche comme celui de la figure 5.10, avec une seule couche cachée de neurones sigmoı̈des et
une couche de sortie avec des neurones linéaires permet d’approximer n’importe quelle fonction
d’intér̂et avec une précision arbitraire,̀a condition de disposer de suffisamment de neurones sur la
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FIG. 5.10 –Réseau multicouche permettant de faire de l’approximation de fonction.

(a) (b) (c) (d)

FIG. 5.11 –Exemples de frontières de d́ecision : (a) convexe ouverte ; (b) convexe fermée ; (c)
concave ouverte ; et (d) concave fermée.

couche cach́ee. Intuitivement, un peùa la façon des śeries de Fourier qui utilisent des sinus et co-
sinus, cette preuve passe par la démonstration que l’on peut approximer n’importe quelle fonction
d’intér̂et par une combinaison linéaire de sigmöıdes.

5.3.3 Classification

Pour faire de la classification, on utilisera des réseaux soit̀a deux, soit̀a trois couches de neu-
rones sigmöıdes. On peut montrer qu’une seule couche cachée suffità engendrer des frontières de
décision4 convexes, ouvertes ou fermées, de complexité arbitraire, alors que deux couches cachées
permettent de créer des frontìeres de d́ecision concaves5 ou convexes, ouvertes ou fermées, de
complexit́e arbitraire. La figure 5.11 montre en deux dimensions différents types de frontières de
décision. Intuitivement, on veut voir que la première couche cachée d’un tel ŕeseau sert̀a d́ecouper
l’espace d’entŕeeà l’aide de frontìeres de d́ecision lińeaires, comme on l’a vu pour le perceptron
simple, la deuxìeme couche sertà assembler des frontières de d́ecision non-lińeaires6 convexes en

4Notez bien qu’une frontière de d́ecision n’est pas ńecessairement une fonction !
5Une courbe (surface) convexe ne comporte aucun changement dans le signe de la courbure, alors qu’une courbe

concave implique un point d’inflexion.
6Les non-lińearit́es proviennent des sigmoı̈des !
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FIG. 5.12 –Repŕesentation matricielle d’un réseau de trois couches (reproduction de la figure 2.7).

sélectionnant ou en retranchant des régions engendrées par la couche préćedente et, de m̂eme, la
couche de sortie permet d’assembler des frontières de d́ecision concaves en sélectionnant ou en
retranchant des régions convexes engendrées par la couche préćedente.

Avant de passer̀a l’algorithme de ŕetropropagation qui nous permettra d’entraı̂ner un ŕeseau
multicouche, que nous nommerons dorénavantperceptron multicoucheou PMC, mentionnons que
ce n’est pas par hasard que nous avons remplacé la fonction de transfert seuil par la fonction
sigmöıde, mais bien pour pouvoir procéderà un apprentissage automatique. Par exemple, même si
nous avons pu construireà la main, avec la fonction seuil, le réseau de la figure 5.7 pour résoudre le
probl̀eme du«ou exclusif», nous ne saurions pas comment apprendre automatiquementà ǵeńerer
les bons poids et les bons biais de ce réseau. Le problème avec la fonction seuil est que sa dérivée
est toujours nulle sauf en un point ou elle n’est même pas d́efinie ! On ne peut donc pas l’utiliser
avec la ḿethode de la descente du gradient qui nous a si bien servi pour le réseau ADALINE.

5.4 Rétropropagation des erreurs

Pour d́evelopper leśequations de l’algorithme de rétropropagation des erreur (en anglais
«backpropagation»), nous aurons besoin de toute la puissance des notations introduitesà la section
2.1 (voir page 5) et illustŕeesà la figure 2.7 que nous reproduisonsà la figure 5.12.

L’ équation qui d́ecrit les sorties d’une couchek dans un perceptron multicouche est donnée
par :

ak = fk
(
Wkak−1 − bk

)
, pourk = 1, . . . ,M, (5.33)

où M est le nombre total de couches eta0 = p définit le cas de base de cette formule de
récurrence. Les sorties du réseau correspondent alorsà aM . L’algorithme de ŕetropropagation
est une ǵeńeralisation de la r̀egle LMS. Tous deux utilisent comme indice de performance l’er-
reur quadratique moyenne, et tous deux permettent un apprentissage de type supervisé avec un
ensemble d’association stimulus/cible{(pq,dq)}, q = 1, . . . , Q, où pq repŕesente un vecteur sti-
mulus (entŕees) etdq un vecteur cible (sorties désiŕees).À chaque instantt, on peut propager vers
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l’avant un stimulus diff́erentp(t) à travers le ŕeseau de la figure 5.12 pour obtenir un vecteur de
sortiesa(t). Ceci nous permet de calculer l’erreure(t) entre ce que le réseau produit en sortie pour
ce stimulus et la cibled(t) qui lui est associée :

e(t) = d(t)− a(t). (5.34)

L’indice de performanceF permet de minimiser l’erreur quadratique moyenne :

F (x) = E
[
eT (t)e(t)

]
(5.35)

où E[.] désigne l’esṕerance math́ematique et le vecteurx regroupe l’ensemble des poids et des
biais du ŕeseau. Tout comme pour la règle LMS, nous allons approximer cet indice par l’erreur
instantańee :

F̂ (x) = eT (t)e(t) (5.36)

et nous allons utiliser la ḿethode de la descente du gradient pour optimiserx :

∆wk
i,j(t) = −η

∂F̂

∂wk
i,j

(5.37)

∆bk
i (t) = −η

∂F̂

∂bk
i

(5.38)

où η désigne le taux d’apprentissage.

La proćedure d’optimisation est donc très semblablèa celle de la r̀egle LMS. Cependant,
il faut faire faceà deux difficult́es suppĺementaires. Premièrement, les fonctions de transfert des
neurones ne sont plus nécessairement lińeaires. Leur d́erivé partielle ne sera donc plus constante.
Deuxìemement, nous ne possédons les sorties désiŕees (les cibles) que pour les neurones de la
couche de sortie. C’est surtout cette deuxième observation qui va nous poser problème.

Pour calculer la d́erivé partielle deF̂ , il faudra faire appel̀a la r̀egle de châınage des d́erivés :

df [n(w)]

dw
=

df [n]

dn
× dn(w)

dw
. (5.39)

Par exemple, sif [n] = en etn = 2w, doncf [w] = e2w, alors :

df [n(w)]

dw
=

(
den

dn

)
×
(

d2w

dw

)
= (en)(2) = 2e2w. (5.40)

Nous allons nous servir de cette règle pour calculer les dérivés partielles deśequations 5.37 et
5.38 :

∂F̂

∂wk
i,j

=
∂F̂

∂nk
i

× ∂nk
i

∂wk
i,j

, (5.41)

∂F̂

∂bk
i

=
∂F̂

∂nk
i

× ∂nk
i

∂bk
i

. (5.42)
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Le deuxìeme terme de ceśequations est facilèa calculer car les niveaux d’activationnk
i de la

couchek dépendent directement des poids et des biais sur cette couche :

nk
i =

Sk−1∑
j=1

wk
i,j ak−1

j − bk
i . (5.43)

Par conśequent :
∂nk

i

∂wk
i,j

= ak−1
j ,

∂nk
i

∂bk
i

= −1. (5.44)

On remarque que cette partie de la dérivée partielle dêF par rapport̀a un poids (ou un biais) est
toujourségaleà l’entŕee de la connexion correspondante.

Maintenant, pour le premier terme deséquations 5.41 et 5.42, définissons la sensibilité sk
i de

F̂ aux changements dans le niveau d’activationnk
i du neuronei de la couchek :

sk
i ≡

∂F̂

∂nk
i

. (5.45)

On peut alors ŕeécrire leśequations 5.41 et 5.42 de la façon suivante :

∂F̂

∂wk
i,j

= sk
i a

k−1
j , (5.46)

∂F̂

∂bk
i

= −sk
i , (5.47)

et les expressions deséquations 5.37 et 5.38 de la façon suivante :

∆wk
i,j(t) = −ηsk

i (t)a
k−1
j (t), (5.48)

∆bk
i (t) = ηsk

i (t), (5.49)

ce qui donne en notation matricielle :

∆Wk(t) = −ηsk(t)(ak−1)T (t), (5.50)

∆bk(t) = ηsk(t), (5.51)

avec :

sk ≡ ∂F̂

∂nk
=



∂F̂
∂nk

1

∂F̂
∂nk

2

...

∂F̂
∂nk

Sk


. (5.52)

Par rapport̀a la r̀egle LMS, il est int́eressant de noter la ressemblance deséquations ci-dessus avec
leséquations 5.31 et 5.32. On remarque que le terme2e(t) est simplement remplacé parsM(t).
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5.4.1 Calcul des sensibilit́es

Il reste maintenant̀a calculer les sensibilitéssk, ce qui requerra une nouvelle application de la
règle de châınage des d́erivés. Dans ce cas, nous obtiendrons une formule de récurrence òu la sensi-
bilit é des couches en amont (entrées) d́ependra de la sensibilité des couches en aval (sorties). C’est
de l̀a que provient l’expression«rétropropagation», car le sens de propagation de l’information est
inverśe par rapport̀a celui de l’́equation 5.33.

Pour d́eriver la formule de ŕecurrence des sensibilités, nous allons commencer par calculer la
matrice suivante :

∂nk+1

∂nk
=



∂nk+1
1

∂nk
1

∂nk+1
1

∂nk
2

· · · ∂nk+1
1

∂nk
Sk

∂nk+1
2

∂nk
1

∂nk+1
2

∂nk
2

· · · ∂nk+1
2

∂nk
Sk

...
...

...
...

∂nk+1

Sk+1

∂nk
1

∂nk+1

Sk+1

∂nk
2

· · ·
∂nk+1

Sk+1

∂nk
Sk


. (5.53)

Cette matricéenum̀ere toutes les sensibilités des niveaux d’activation d’une couche par rapportà
ceux de la couche préćedente. Consid́erons chaquéelément(i, j) de cette matrice :

∂nk+1
i

∂nk
j

=
∂

∂nk
j

 Sk∑
l=1

wk+1
i,l ak

l − bk+1
i

 = wk+1
i,j

∂ak
j

∂nk
j

= wk+1
i,j

∂fk(nk
j )

∂nk
j

= wk+1
i,j ḟk(nk

j ), (5.54)

avec :

ḟk(nk
j ) =

∂fk(nk
j )

∂nk
j

. (5.55)

Par conśequent, la matrice de l’équation 5.53 peut s’écrire de la façon suivante :

∂nk+1

∂nk
= Wk+1Ḟk(nk), (5.56)

où :

Ḟk(nk) =



ḟk(nk
1) 0 · · · 0

0 ḟk(nk
2) 0 0

...
...

...
...

0 0 · · · ḟk(nk
Sk)


. (5.57)

Ceci nous permet maintenant d’écrire la relation de récurrence pour les sensibilités :

sk =
∂F̂

∂nk
=

(
∂nk+1

∂nk

)T
∂F̂

∂nk+1
= Ḟk

(
nk
) (

Wk+1
)T ∂F̂

∂nk+1

= Ḟk
(
nk
) (

Wk+1
)T

sk+1. (5.58)
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Cetteéquation nous permet de calculers1 à partir des2, qui lui-même est calculé à partir des3,
etc., jusqu’̀asM . Ainsi les sensibilit́es sont ŕetropropaǵees de la couche de sortie jusqu’à la couche
d’entŕee :

sM → sM−1 → · · · s2 → s1. (5.59)

Il ne nous reste plus qu’à trouver le cas de base,sM , permettant de mettre fiǹa la ŕecurrence :

sM
i =

∂F̂

∂nM
i

=
∂
(
d− aM

)T (
d− aM

)
∂nM

i

=
∂

∂nM
i

SM∑
l=1

(dl − aM
l )2


= −2

(
di − aM

i

) ∂aM
i

∂nM
i

= −2
(
di − aM

i

)
ḟM
(
nM

i

)
. (5.60)

En notation matricielle, ońecrit :

sM = −2ḞM
(
nM

) (
d− aM

)
. (5.61)

5.4.2 Algorithme d’entraı̂nement

Voici donc un ŕesuḿe de la d́emarchèa suivre pour entraı̂ner un perceptron multicouche :

1. Initialiser tous les poids du réseaùa de petites valeurs aléatoires.

2. Pour chaque association(pq,dq) dans la base d’apprentissage :

(a) Propager les entréespq vers l’avantà travers les couches du réseau :

a0 = pq, (5.62)

ak = fk
(
Wkak−1 − bk

)
, pourk = 1, . . . ,M. (5.63)

(b) Rétropropager les sensibilités vers l’arrìereà travers les couches du réseau :

sM = −2ḞM
(
nM

) (
dq − aM

)
, (5.64)

sk = Ḟk
(
nk
) (

Wk+1
)T

sk+1, pourk = M − 1, . . . , 1. (5.65)

(c) Mettreà jour les poids et biais :

∆Wk = −ηsk
(
ak−1

)T
, pourk = 1, . . . ,M, (5.66)

∆bk = ηsk, pourk = 1, . . . ,M. (5.67)

3. Si le crit̀ere d’arr̂et est atteint, alorsstop.

4. Sinon, permuter l’ordre de présentation des associations de la base d’apprentissage.

5. Recommencer̀a l’étape 2.
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5.4.3 Critères d’arrêt

Plusieurs crit̀eres d’arr̂ets peuvent̂etre utiliśes avec l’algorithme de rétropropagation des er-
reurs. Le plus commun consisteà fixer un nombre maximum de périodes d’entrâınement, ce qui
fixe effectivement une limite supérieure sur la durée de l’apprentissage. Ce critère est important car
la rétropropagation des erreurs n’offre aucune garantie quantà la convergence de l’algorithme. Il
peut arriver, par exemple, que le processus d’optimisation reste pris dans un minimum local. Sans
un tel crit̀ere, l’algorithme pourrait ne jamais se terminer.

Un deuxìeme crit̀ere commun consistèa fixer une borne inf́erieure sur l’erreur quadratique
moyenne, ou encore sur la racine7 carŕee de cette erreur. D́ependant de l’application, il est parfois
possible de fixer a priori un objectifà atteindre. Lorsque l’indice de performance choisi diminue
en dessous de cet objectif, on considère simplement que le PMC a suffisamment bien appris ses
donńees et on arrête l’apprentissage.

Les deux crit̀eres pŕećedents sont utiles mais ils comportent aussi des limitations. Le critère
relatif au nombre maximum de périodes d’entrâınement n’est aucunement lié à la performance du
réseau. Le crit̀ere relatifà l’erreur minimale obtenue mesure quantà lui un indice de performance
mais ce dernier peut engendrer un phénom̀ene dit de sur-apprentissage qui n’est pas désirable dans
la pratique, surtout si l’on ne possède pas une grande quantité de donńees d’apprentissage, ou si
ces dernìeres ne sont pas de bonne qualité.

Un processus d’apprentissage par correction des erreurs, comme celui de la rétropropagation,
vise à ŕeduire autant que possible l’erreur que commet le réseau. Mais cette erreur est mesurée
sur un ensemble de données d’apprentissage. Si les données sont bonnes, c’est-à-dire quelles
repŕesentent bien le processus physique sous-jacent que l’on tente d’apprendre ou de modéliser,
et que l’algorithme a convergé sur un optimum global, alors il devrait bien performer sur d’autres
donńees issues du m̂eme processus physique. Cependant, si les données d’apprentissage sont par-
tiellement corrompues par du bruit ou par des erreurs de mesure, alors il n’est pasévident que la
performance optimale du réseau sera atteinte en minimisant l’erreur, lorsqu’on la testera sur un jeu
de donńees diff́erent de celui qui a servià l’entrâınement. On parle alors de la capacité du ŕeseaùa
géńeraliser, c’est-̀a-dire de bien performer avec des données qu’il n’a jamais vu auparavant.

Par exemple, la figure 5.13 illustre le problème du sur-apprentissage dans le contexte d’une
tâche d’approximation de fonction (voir section 4.8). La droite en pointillés montre une fonction
linéaire que l’on voudrait approximer en ne connaissant que les points noirs. La courbe en trait
plein montre ce qu’un réseau hypoth́etique pourrait apprendre. On constate que la courbe passe
par tous les points d’entraı̂nement et donc que l’erreur est nulle. De touteévidence, ce ŕeseau ne
géńeralisera pas bien si l’ońechantillonne d’autres points sur la droite !

Une solutionà ce probl̀eme consistèa utiliser un autre crit̀ere d’arr̂et baśe sur une technique
dite de validation croiśee (en anglais«cross-validation»). Cette technique consisteà utiliser deux
ensembles ind́ependants8 de donńees pour entraı̂ner notre ŕeseau : un pour l’apprentissage (l’ajuste-
ment des poids) et l’autre pour la validation, c’est-à-dire le calcul d’un indice de performance (une

7On parle alors de la racine de l’erreur quadratique moyenne. En anglais, on dit«Root Mean Square» ou RMS.
8En pratique cela consisteà partitionner les donńees disponibles en deux ensembles distincts.
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FIG. 5.13 –Illustration du ph́enom̀ene de sur-apprentissage pour le cas simple d’une approxima-
tion de fonction.

entraînement

erreur

temps

validation
arrêt

sur-apprentissage

FIG. 5.14 –Illustration de la validation croiśee.

erreur, un taux de reconnaissance ou tout autre mesure pertinenteà l’application). Le crit̀ere d’arr̂et
consiste alors̀a stopper l’apprentissage lorsque l’indice de performance calculé sur les donńees de
validation cesse de s’aḿeliorer pendant plusieurs périodes d’entrâınement. La figure 5.14 illustre
le critère de la validation croisée dans le cas d’un indice de performance que l’on chercheà mi-
nimiser. La courbe en pointillés de ce graphique représente l’indice de performance d’un réseau
hypoth́etique9 calcuĺe sur les donńees d’apprentissage, alors que la courbe en trait plein montre le
même indice mais calculé sur les donńees de validation. On voit qu’il peut exister un moment au
cours de l’apprentissage où l’indice en validation se d́et́eriore alors que le m̂eme indice continuèa
s’améliorer pour les donńees d’entrâınement. C’est alors le début du«sur-apprentissage».

9Des courbes semblables s’observent couramment dans la pratique.
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FIG. 5.15 –Exemple d’un neurone saturé.

5.4.4 Ph́enomène de saturation

Une autre consid́eration pratique dont on doit tenir compte lorsqu’on entraı̂ne un PMC concerne
le ph́enom̀ene de saturation des neurones où, sous certaines conditions, les neurones peuventà toute
fin pratique cesser d’apprendre tellement leur convergence devient lente. Considérons par exemple
le réseau de la figure 5.15, constitué d’un seul neuronèa deux entŕees avecp1 = p2 = 100. Si l’on
calcule son niveau d’activationn, on obtient :

n = 100× 0.3 + 100× 0.4 + 0.5 = 70.5 (5.68)

On peut d́ejà remarquer que l’effet du biais est négligeable devant celui des deux poids d’entrée,
malgŕe le fait qu’ils soient tous les trois du même ordre de grandeur,à cause de l’amplitude des
entŕees. Si l’on calcule la sortie du neurone, on obtient :

a = logsig(n) =
1

1 + exp(−n)
=

1

1 + exp(−70.5)
≈ 1. (5.69)

En effet,exp(−70.5) = 2.4 × 10−31. On dit alors que le neurone est saturé. Le probl̀eme avec un
tel neurone est qu’il ne peut presque plus apprendre car la dérivée de sa fonction d’activation est
pratiquement nulle :

ȧ =
da

dn
=

d

dn

[
1

1 + exp(−n)

]
=

(−1) d
dn

(1 + exp(−n))

(1 + exp(−n))2
=

exp(−n)

(1 + exp(−n))2

= a× exp(−n)

1 + exp(−n)
= a× 1 + exp(−n)− 1

1 + exp(−n)

= a(1− a) (5.70)

Aveca ≈ 1, on obtient :
ȧ ≈ 1× (1− 1) = 0 (5.71)

Or, comme les variations de poids dans l’algorithme de rétropropagation des erreurs, définies aux
équations 5.66 et 5.67, dépendent lińeairement des sensibilités (voir équations 5.64 et 5.65) qui
elles-m̂emes d́ependent de la d́erivée de la fonction d’activation, on voit imḿediatement qu’elles
tendent vers źero lorsque le neurone est saturé et que la convergence, même si elle est toujours
possible, requerra beaucoup de périodes d’apprentissage.
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Par conśequent,̀a cause de ce phénom̀ene de saturation, il importe de normaliser les données
à l’entŕee d’un PMC, c’est-̀a-dire de les transformer de manièreà éviter tout risque de saturation.
Une autre façon de procéder est d’initialiser les poids sur la première couche en choisissant un
intervalle de valeurs aléatoires ajusté aux stimuli d’apprentissage. Par exemple, pour l’entrée j
d’un réseaùaR entŕees, on pourrait choisir l’intervalle suivant :[

1

−maxq |pq
j |

,
1

maxq |pq
j |

]
, j = 1, . . . , R, (5.72)

où {q} désigne l’ensemble des stimuli d’apprentissage.

Une autre alternative serait de fixer tous les poidsà źero. Bien que ceci réglerait certes le
probl̀eme de la saturation des neurones, ce n’est malheureusement pas une alternative viable. En
effet, il se trouve que l’origine de l’espace des poids correspond souventà un lieu d’instabilit́e de
la fonction d’erreur du ŕeseau. Et ceci peut facilement entraı̂ner la divergence de l’algorithme de
rétropropagation.

5.4.5 Groupage

Au lieu de mettrèa jour les poids pour chaque donnée d’entrâınement, une alternative consiste
à accumuler les variations de poids sur une période d’apprentissage complète et de mettrèa jour
les poids en une seule fois avec la moyenne de ces variations. On parle alors d’apprentissage
«hors-ligne» ou par groupage (en anglais«batching»). L’id ée est la suivante : l’estimation du
gradient qu’engendre chaque donnée d’entrâınement est peu précise, la moyenne de ces estimations
devraitêtre plus pr̀es du gradient réel. En fait, si les donńees d’entrâınement couvrent adéquatement
l’espace des entrées, alors la moyenne de ces estimations sera exacte.

Mais le groupage n’est pas une panacée car cela peut aussi ralentir considérablement la conver-
gence, puisque les poids changent moins souvent. Autrement dit, si l’estimation du gradient basée
sur une seule donnée d’entrâınement a tendancèa être bonne, alors on pourrait converger jusqu’à
Q fois plus lentement si l’on procède par groupage. Par contre, lorsque cette estimation est plutôt
mauvaise, le groupage sertà éviter de partir dans une mauvaise direction qui, autrement, augmen-
terait nos chances de rester pris dans un minimum local inadéquat.

5.4.6 Momentum

Une façon d’aḿeliorer l’algorithme de ŕetropropagation est de rajouter un terme d’inertie dont
le rôle est de filtrer les oscillations dans la trajectoire de la descente du gradient :

∆Wk(t) = α∆Wk(t− 1)− (1− α)ηsk
(
ak−1

)T
, pourk = 1, . . . ,M, (5.73)

∆bk(t) = α∆bk(t− 1) + (1− α)ηsk, pourk = 1, . . . ,M. (5.74)

où 0 ≤ α < 1 s’appelle le momentum. Lorsqueα = 0, leséquations 5.73 et 5.74 sontéquivalentes
auxéquations 5.66 et 5.67, respectivement. Lorsqueα = 1, les∆Wk(t) et ∆bk(t) ne d́ependent
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plus deśequations de rétropropagation des erreurs, mais uniquement des∆Wk(t−1) et∆bk(t−1),
c’est-̀a-dire des changements de poidsà l’étape pŕećedente.

Le terme du momentum produit deux effets distincts selon la situation. Premièrement, lorsque
la trajectoire du gradient a tendanceà osciller (commèa la figure 5.6c), il contribuèa la stabiliser en
ralentissant les changements de direction. Par exemple, avecα = 0.8, cela correspond d’embléeà
ajouter80% du changement préćedent au changement courant. Deuxièmement, lorsque le gradient
courant pointe dans la m̂eme direction que le gradient préćedent, le terme d’inertie contribuèa
augmenter l’ampleur du pas dans cette direction et doncà acćelérer la convergence.

5.4.7 Taux d’apprentissage variable

Une autre façon d’aḿeliorer la vitesse de convergence pour la rétropropagation des erreurs
serait de modifier le taux d’apprentissage dynamiquement tout au long de l’entraı̂nement. Plusieurs
approches peuventêtre consid́eŕees. Par exemple, on peut adopter la stratégie suivante :

1. Si l’erreur quadratique totale, calculée pour toutes les associations de la base d’apprentis-
sage, augmente d’une périodeà l’autre par plus d’un certain pourcentageβ (typiquement de
1 à 5%) à la suite d’une misèa jour des poids, alors cette miseà jour doitêtre abandonńee
et le taux d’apprentissage doitêtre multiplíe par un facteur0 < ρ < 1, et le momentum doit
être fix́e à źero ;

2. Si l’erreur quadratique totale diminueà la suite d’une misèa jour des poids, alors celle-ci
est conserv́ee et le taux d’apprentissage est multiplié par un facteurγ > 1 ; si le momentum
avait pŕećedemment́et́e fixé à źero, alors on lui redonne sa valeur originale ;

3. Si l’erreur quadratique totale augmente par moins deβ, alors la misèa jour des poids est
accept́ee et le taux d’apprentissage reste inchangé ; Si le momentum avait préćedemment́et́e
fixé à źero, alors on lui redonne sa valeur originale ;

Cette approche suppose que l’apprentissage fonctionne par groupage, c’est-à-dire que les mises
à jour des poids sont accumulées sur l’ensemble des associations de la base d’apprentissage et
appliqúees une fois̀a la fin de chaque ṕeriode (section 5.4.5). Dans certains cas cela peut accélérer
grandement la convergence. Dans d’autres cas, cette approche peut aussi nuireà la convergence.
Il faut comprendre que ce genre de technique ajoute des paramètres10 (β, ρ et γ) qu’il faut fixer a
priori. Pour un probl̀eme donńe, certaines combinaisons de paramètres peuvent̂etre b́eńefiques et
d’autres non. Parfois, l’emploi d’une telle méthode peut m̂eme entrâıner une divergence rapide là
où la ŕetropropagation des erreurs avec momentum produisait une convergence lente.

5.4.8 Autres consid́erations pratiques

Nousénuḿerons ci-dessous d’autres considérations pratiques pour l’entraı̂nement du PMC.
Selon les circonstances, celles-ci peuvent aussi avoir un effet appréciable sur la performance de
l’algorithme de ŕetropropagation des erreurs.

10L’approche d́ecrite ici, propośee par Vogl et al. en 1988, est relativement simple parmi l’ensemble des variantes
qui ontét́e exploŕees dans la litt́erature pour faire varier dynamiquement le taux d’apprentissage.
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1. Lorsqu’on utilise une couche de sortie non-linéaire, c’est-̀a-dire une couche dont les neu-
rones poss̀edent des fonctions d’activation non linéaires telles que la sigmoı̈de ou la tangente
hyperbolique (voir section 2.3), il importe de ne pas chercherà saturer les neurones en fixant
des sorties d́esiŕees qui tendent vers l’assymptote de la fonction. Dans le cas de la sigmoı̈de,
par exemple, au lieu de fixer des sorties désiŕeesà 0 ouà 1, on peut les fixer̀a 0.05 et
0.95. Ainsi, la ŕetropropagation des erreurs ne cherchera pasà entrâıner les poids dans une
direction qui pourrait rendre le neurone incapable de s’adapter.

2. Les sensibilit́es des neurones sur les dernières couches ont tendanceà être plus grandes que
sur les premìeres couches ; le taux d’apprentissage sur ces dernières devrait donĉetre plus
grand que sur ces premières si l’on veut que les différentes couches apprennent approxima-
tivement au m̂eme rythme.

3. À chaque ṕeriode d’entrâınement, il importe de permuter l’ordre de présentation des stimuli
pour ŕeduire la probabilit́e qu’une śequence de données pathologique nous garde prison-
nier d’un pìetre minimum local. En effet, la performance de la méthode de la descente du
gradient peut d́ependre grandement de cet ordre de présentation qui engendre des trajec-
toires diff́erentes dans l’espace des paramètres, et des trajectoires différentes peuvent nous
amener̀a des minimums locaux différents. M̂eme s’il existe des séquences pathologiques,
le fait de permuter les donnéesà chaque ṕeriode nous garantit que l’on ne tombera pas
syst́ematiquement sur les m̂emes.

4. Dans le contexte d’un problème de classificatioǹa n classes, on associe géńeralement un
neurone de sortie distinctà chacune d’elles (SM = n). Ainsi, on interpŕetera chaque neurone
sur la couche de sortie comme indiquant si oui ou non le stimulus d’entrée appartient̀a la
classe correspondante. On construira les vecteursd de sorties d́esiŕees avec deux valeurs
possibles pour chaque composante : une valeur pour le«oui» et une valeur pour le«non».
Si l’on choisit la fonction d’activation logistique, on pourra coder le«oui» avec une valeur
proche de 1 et le«non» avec une valeur proche de 0 (voir item 1 ci-dessus). En mode de
reconnaissance, on pourra classer un stimulus inconnu dans la catégorie associée au neurone
ayant produit la sortie maximale.

5. Dans le contexte d’un problème d’approximation de fonction, on choisit géńeralement des
neurones lińeaires pour la couche de sortie. Autrement, cela force le réseauà apprendre
l’inverse de la fonction d’activation utiliśee, en plus de la fonction que l’on veut vraiment
qu’il apprenne.

6. Effectuer l’apprentissage d’un réseau quelconque revientà estimer les bonnes valeurs pour
chacun de ses poids. Pour pouvoir estimer les paramètres d’un syst̀eme quelconque possédant
un certain nombre de degrés de libert́e (param̀etres ind́ependants), il est nécessaire de posséder
au moins un nombréequivalent de donńees. Mais dans la pratique il en faut bien plus ! Une
règle heuristique nous indique que pour pouvoir espérer estimer correctement lesn poids
d’un réseau de neurones,10n donńees d’entrâınement sont requises.

7. La performance d’un réseau lorsqu’évalúee avec ses données d’entrâınement est presque
toujours sur-estiḿee. Il faut bien comprendre que le réseau ne comporte aucune intelli-
gence ŕeelle. Il ne fait qu’apprendre les associations qu’on lui fournit.À la limite, il peut
les apprendre«par c ?ur». Nous avons discuté à la section 5.4.3 du phénom̀ene de«sur-
apprentissage». Nous avons vu qu’une procédure de validation-croisée peut augmenter la
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capacit́e de ǵeńeralisation d’un ŕeseau. Si l’on veut́evaluer correctement la performance
d’un réseau, il faut le faire avec des données qui n’ont aucunement servi au processus d’ap-
prentissage, ni pour la rétropropagation des erreurs, ni pour la validation croisée. En pratique,
ceci implique de diviser les données d’entrâınement en trois sous-ensembles distincts : les
donńees d’entrâınement, de validation et de test. La proportion relative de ces ensembles peut
évidemment varier selon l’application, mais une bonne proportion se situe aux alentours de
50-20-30%, respectivement.

5.5 Méthode de Newton

La méthode de Newton est une autre procédure d’optimisation, parfois plus efficace que la
descente du gradient. Alors que cette dernière est baśee sur une approximation par la série de
Taylor de premier ordre (qui n’utilise que la dérivé premìere), la ḿethode de Newton est basée sur
la śerie de Taylor de deuxième ordre, òu l’on tient compte non seulement de la dérivé premìere,
mais aussi de la d́erivé seconde :

F (x′) = F (x + ∆x) ≈ F (x) +∇F (x)T ∆x +
1

2
∆xT∇2F (x)∆x = F̂ (x), (5.75)

où x′ est un point dans le voisinage dex, ∆x = x′ − x,∇F (x) est le vecteur gradient deF (x) et
∇2F (x) est la matrice hessienne deF (x). L’id ée consistèa rechercher un plateau dans l’expression
quadratique dêF (x). En d́erivant l’expression dêF (x) par rapport̀a∆x et en fixant le tout̀a źero,
on obtient :

∇F (x) +∇2F (x)∆x = 0. (5.76)

et :
∆x = −

(
∇2F (x)

)−1
∇F (x) (5.77)

La méthode de Newton propose donc d’explorer l’espace des paramètres libres dans la direction
∆x qui pointe vers un plateau dêF (x), c’est-̀a-dire soit un maximum, soit un minimum.

Cette ḿethode converge en une seuleétape lorsqueF est une fonction quadratique, puisqu’on
approxime alors une fonction quadratique par une autre fonction quadratiqueéquivalente. Lorsque
F n’est pas quadratique, cette méthode converge géńeralement tr̀es rapidement̀a condition d’avoir
un bon point de d́epart (x n’est pas trop loin de l’optimum), car la plupart des fonctions analytiques
s’approximent bien avec une fonction quadratiqueà l’intérieur d’un petit voisinage autour d’un op-
timum. Cependant, m̂eme dans ce cas, on ne saura pas si cet optimum est minimum ou maximum.
On ne saura pas non plus si l’optimum est local ou global. De plus, lorsqu’on s’éloigne de ce voi-
sinage, la ḿethode de Newton peut donner des résultats impŕevisibles. Finalement, cette méthode
comporte aussi le gros désavantage de nécessiter le calcul et le stockage de la matrice hessienne,
d’une part, et de son inverse, d’autre part. Dans le cas d’un perceptron multicouche comportant
plusieurs centaines ou même plusieurs milliers de poids, cela s’avère totalement impossible en
pratique11.

11Il faut se rappeler que si le vecteur gradient croı̂t linéairement avec le nombre de paramètres libres de la fonction,
la taille (en nombre d’́eléments) de la matrice hessienne, elle, croı̂t avec le carŕe de ce nombre. De plus, le meilleur al-
gorithme connu pour l’inversion d’une matricen×n poss̀ede une complexitéO(n2.376). Quantà la ḿethode classique
d’élimination de Gauss, elle requiert un tempsO(n3).
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Nous avons pŕesent́e dans cette section la méthode de Newton non pas pour l’utiliser avec
le perceptron multicouche, mais bien pour mettre en relief les mérites de la ŕetropropagation, et
aussi pour faire le tour des différentes alternatives disponibles. Ceci nous amèneà discuter d’un
compromis òu il ne sera pas ńecessaire de calculer ni d’inverser la matrice hessienne.

5.6 Méthode du gradient conjugúe

La méthode du gradient possède la plupart des avantages de la méthode de Newton mais sans
l’inconvénient d’avoirà calculer et̀a inverser la matrice hessienne. Elle est basée sur le concept
des vecteurs conjugués, d’une part, ainsi que sur la recherche d’un minimum le long d’une droite,
d’autre part.

Les vecteurs d’un ensemble{pk} sont mutuellement conjugués par rapport̀a une matriceA
positive d́efinie (dont les valeurs propres sont toutes strictement positives) si, et seulement si,

pT
k Apj = 0, k 6= j. (5.78)

Comme pour les vecteurs orthogonaux, il existe une infinité d’ensembles de vecteurs conjugués
qui couvrent un espace vectoriel de dimensionm. Un de ceux-l̀a est forḿe des vecteurs propres
deA, {z1, z2, . . . , zm}, assocíes aux valeurs propres{λ1, λ2, . . . , λm}. Pour le montrer, il suffit de
remplacer lespk par deszk dans l’́equation pŕećedente :

zT
k Azj = zT

k λjzj = λjz
T
k zj = 0, k 6= j, (5.79)

où la dernìereégalit́e d́ecoule du fait que les vecteurs propres d’une matrice positive définie sont
toujours orthogonaux. Par conséquent, les vecteurs propres d’une telle matrice sontà la fois ortho-
gonaux et conjugúes. Cependant, cette observation ne nous aide pas beaucoup si la matriceA en
question correspond̀a la matrice hessienne∇2F que l’on veutéviter de calculer dans la ḿethode
de Newton, notre objectif́etant de trouver un algorithme efficace utilisant la dérivée seconde mais
sanŝetre obliǵe de la calculer explicitement.

Pour une fonctionF quadratique possédantm param̀etres libres, on peut montrer qu’il est
toujours possible d’atteindre son minimum en effectuant tout au plusm recherches lińeaires le long
de droites orient́ees dans des directions conjuguées{p1,p2, . . . ,pm}. La question qui demeure est
comment construire ces directions conjuguées sans faire référenceà la matrice hessienne deF ?
L’expression ǵeńerale d’une fonction quadratique est donnée par :

F (x) =
1

2
xTAx + dTx + c (5.80)

où le gradient∇F est donńe par :
∇F (x) = Ax + d (5.81)

et la matrice hessienne par∇2F (x) = A. En posantgt ≡ ∇F (x)|x=xt et en combinant ces
équations, on peut trouver le changement de gradient∆gt à l’it érationt :

∆gt = gt+1 − gt = (Axt+1 + d)− (Axt + d) = A∆xt (5.82)
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où la variation des param̀etres libres∆xt au tempst est donńee par :

∆xt = xt+1 − xt = αtpt (5.83)

avec unαt choisi de manìereà minimiserF (xt) dans la direction dept.

On peut maintenant réécrire la condition des vecteurs conjugués de l’́equation 5.78 de la
manìere suivante :

αtp
T
t Apj = ∆xT

t Apj = ∆gT
t pj = 0, t 6= j. (5.84)

On remarque imḿediatement qu’en considérant le changement de gradientà chaque it́erationt
de l’algorithme, on peut faire disparaı̂tre la matrice hessienne de l’équation qui d́efinit la condi-
tion des vecteurs conjugués. La direction de recherchepj sera alors conjugúeeà condition d’̂etre
orthogonalèa la variation du gradient !

À chaque it́erationt de l’algorithme des gradients conjugués, il s’agit donc de construire une
direction de recherchept qui est orthogonalèa{∆g0, ∆g1, . . . , ∆gt−1} en utilisant une proćedure
semblablèa la ḿethode de Gram-Schmidt (section 3.1.5, page 21), qui peut se simplifierà l’ex-
pression suivante :

pt = −gt + βtpt−1 (5.85)

où les scalairesβt peuvent se calculer de trois manièreséquivalentes :

βt =
∆gT

t−1gt

∆gT
t−1pt−1

, βt =
gT

t gt

gT
t−1gt−1

, βt =
∆gT

t−1gt

gT
t−1gt−1

(5.86)

5.6.1 Algorithme du gradient conjugúe

Pour entrâıner un ŕeseau perceptron multicouche avec la méthode du gradient conjugué, il im-
porte tout d’abord de procéder par groupage. En effet, puisqu’on chercheà exploiter l’information
contenue dans la variation du gradient (une forme de dérivée seconde), il est primordial de calculer
celle-ci à partir de gradients estiḿes avec un maximum de précision. Sinon, on se retrouveraità
surtout exploiter du bruit qui entraı̂neraità coup ŝur la divergence de l’algorithme. Ensuite, il s’agit
de remarquer que l’indice de performance d’un perceptron multicouche n’est pas une fonction qua-
dratique, de sorte qu’on ne doit pas s’attendreà converger enm itérations comme ce serait le cas
pour une fonction quadratique. Ceci implique qu’il faudra ré-initialiser la ḿethodeà toutes lesm
itérations,̀a chaque fois que nous passeronsà traversm directions12 conjugúees successives. Pour
ce faire, nous pourrons simplement employer la méthode de descente du gradient. Voici donc les
principaleśetapes de l’algorithme :

1. t = 0 ;

2. Choisir la prochaine direction conjuguée de recherche :

pt =

{
−gt + βtpt−1 si t mod m 6= 0
−gt si t mod m = 0

(5.87)

12Il y a aura autant de directions conjuguées qu’il y a de poids dans le réseau.
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x1

p0

p1

x0

-g1

FIG. 5.16 –Illustration de la ḿethode du gradient conjugué.

avecgt ≡ ∇F (x)|x=xt etβt est calcuĺe commèa l’équation 5.86 :

βt =
∆gT

t−1gt

∆gT
t−1pt−1

, βt =
gT

t gt

gT
t−1gt−1

, βt =
∆gT

t−1gt

gT
t−1gt−1

(5.88)

3. Faire un pas commèa l’équation 5.83, en choisissantαt de manìereà minimiser la fonction
F dans la direction de recherchept :

xt+1 = xt + αtpt; (5.89)

4. t = t + 1 ;

5. Si le crit̀ere d’arr̂et n’est pas atteint, alors recommencerà l’étape 2.

Cet algorithme est illustré à la figure 5.16 dans le cas d’une fonctionF quadratiquèa deux
variables. Dans ce cas, on converge en deux itérations. La direction initialep0 est choisie dans le
sens inverse du gradient. En faisant une recherche du minimum dans cette direction, on obtient
un pointx1 sur une autre courbe de niveau. Au lieu de recommencer dans la direction inverse du
gradient, perpendiculairèa la courbe de niveau, on choisit plutôt une direction conjugúeep1 qui
pointe alors dans la direction du minimum global, puisqueF est quadratique et ne possède que
deux param̀etres libres.

5.6.2 Recherche du minimum le long d’une droite

Pour compĺeter la description de la ḿethode du gradient conjugué, il ne nous reste plus qu’à
résoudre le problème de la recherche du minimum d’une fonction le long d’une droite. SoitF (x0)
la valeur initiale de la fonctioǹa minimiser etp la direction dans laquelle on veut faire cette
minimisation. Alors, on commence par calculer :

Fi = F (x0 + 2iεp), i = 0, 1, . . . , I (5.90)

jusqu’̀a ce qu’on trouve unFI > FI−1, avecε repŕesentant une distanceélémentaire pour notre
recherche d’un intervalle initial contenant le minimum. Ce dernier doit donc se trouver quelque
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x0 x1 x2 x3
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FIG. 5.17 –Étape de localisation d’un intervalle initial de recherche.

part entreFI−2 etFI et l’intervalle de recherche est maintenant réduitàa1 = x0 + 2I−2εp etb1 =
x0 + 2Iεp (voir figure 5.17). Pour ŕeduire davantage cet intervalle, on peut appliquer l’algorithme
suivant appeĺe«Golden Section search» :

1. α = 0.618 ;

2. Calculer :

c1 = a1 + (1− α)(b1 − a1)

d1 = b1 − (1− α)(b1 − a1)

Fc = F (c1)

Fd = F (d1)

3. k = 1 ;

4. SiFc < Fd, alors calculer (voir figure 5.18a) :

ak+1 = ak

bk+1 = dk

ck+1 = ak+1 + (1− α)(bk+1 − ak+1)

dk+1 = ck

Fd = Fc

Fc = F (ck+1)

Autrement calculer (voir figure 5.18b) :

ak+1 = ck

bk+1 = bk

ck+1 = dk

dk+1 = bk+1 − (1− α)(bk+1 − ak+1)

Fc = Fd

Fd = F (dk+1)
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a bc d
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a bc d

intervalle
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FIG. 5.18 –Étape de ŕeduction de l’intervalle de recherche : (a) cas où Fc < Fd ; (b) cas òu
Fd < Fc.

5. k = k + 1 ;

6. Si ||bk − ak|| > τ , alors recommencerà l’étape 4.

où τ est un param̀etre de toĺerance sṕecifiant la pŕecision d́esiŕee pour la recherche du minimum.
Notez bien que cet algorithme suppose qu’il n’existe qu’un seul minimum dans l’intervalle initial
de recherche.
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Chapitre 6

Nuées dynamiques

Dans ce chapitre, nous allonsétudier trois variantes d’un algorithme nommé «nuées dyna-
miques» et permettant d’effectuer une classification non-supervisée d’un ensemble deQ stimuli
{p1,p2, . . . ,pQ}. L’objectif est double : produire une partition enK classes de cet ensemble,
d’une part, et trouverK prototypesW = {1w, 2w, . . . , Kw}T permettant de représenter au mieux
les«centres» de ces classes. Bien qu’historiquement cet algorithme n’appartienne pas au domaine
des ŕeseaux de neurones, plusieurs architectures neuronales, dont celles décrites dans les deux cha-
pitres suivants (Kohonen et GNG), s’en inspirent en effectuant des traitements semblables. Nous
abordons donc cet algorithme en guise d’introduction aux réseaux non supervisés, baśes sur l’ap-
prentissage compétitif (voir chapitre 4).

On peut visualiser les prototypesiw, i = 1, . . . , K, comme les poids deK neurones comṕetitifs
alignés sur une seule couche, tel qu’illustré à la figure 6.1. Le niveau d’activation d’un neurone
«comṕetitif» est d́etermińe par la distance entre son vecteur de poids et le stimulus d’entrée,
contrairement au neurone de type«perceptron» où l’on mesurait plut̂ot une corŕelation entre ces
deux vecteurs. Ensuite, la fonction d’activation compétitive (compet ) retourne un 1 pour le neu-
rone ayant la plus grande sortie (le gagnant), et un 0 pour tous les autres :

ai =

{
1 si ni = max

k
(nk), k = 1, . . . , K

0 autrement
(6.1)

En cas d’́egalit́e pour la premìere place, on fait gagner arbitrairement le neurone dont l’indice est
le plus petit.

C’est la norme||x−y|| qui définit la distance entre deux vecteursx ety et donc leur manque de
ressemblance. En calculant la négation de cette norme, on obtiendra une mesure de similarité qui
nous permettra de regrouper les stimuli d’apprentissage en catégories (classes). Habituellement,
on utilisera une norme basée sur le produit scalaire classique mais pouvant incorporer une matrice
positive d́efinieA telle que :

||x− y||A =
√

(x− y)TA(x− y), (6.2)

LorsqueA est la matrice identité, on parle alors de distance euclidienne entrex ety. Dans le cas

69
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C a

Entrée Couche de K neurones

a = compet(n)

W
p n

R x 1
K x R

K x 1 K x 1

R K

ni = − ||iw − p||

FIG. 6.1 –Couche comṕetitive deS = K neurones.

où A correspond̀a l’inverse de la matrice de covariance des stimuli d’entraı̂nement, on parle alors
de la distance de Mahalanobis.

6.1 K-means

L’algorithme dit du«k-means» permet de partitionner l’ensemble des stimuli enK classes
{C1, C2, . . . , CK}. Il s’agit ici d’une partition rigide, c’est-̀a-dire d’une collection deK sous-
ensembles òu chaque stimulus d’entrée appartient̀a une et une seule classe de la partitionU :

U =


u1,1 u1,2 · · · u1,Q

u2,1 u2,2 . . . u2,Q
...

...
...

...
uK,1 uK,2 · · · uK,Q

 (6.3)

avecui,j ∈ {0, 1} désignant l’appartenance du stimuluspj à la classeCi :

ui,j =

{
1 si pj ∈ Ci

0 autrement
. (6.4)

De plus, on impose les deux contraintes suivantes sur cette partition :

K∑
i=1

ui,j = 1, j = 1, . . . , Q, (6.5)

Q∑
j=1

ui,j > 0, i = 1, . . . , K. (6.6)

La premìere sṕecifie que tout stimulus doit appartenirà une et une seule classe de la partition, alors
que la deuxìeme pŕecise qu’une classe doit posséder au moins un stimulus.
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1. Initialiser les centresW(0) en choisissant aléatoirementK stimuli parmi lesQ donńees
d’apprentissage ;

2. Calculer la partition initialeU(0) à l’aide de l’́equation :

ui,j =

{
1 si ||pj − iw|| = min

k
||pj − kw||

0 autrement
, i = 1, . . . , K, j = 1, . . . , Q, (6.8)

en brisant (arbitrairement) leségalit́es, s’il y a lieu, en choisissant la classe dont l’indice
est minimum ;

3. t = 1 ;

4. Répéter :

(a) Calculer les nouveaux centresW(t) en calculant les centroı̈des des classes :

iw =

Q∑
j=1

ui,j pj

Q∑
j=1

ui,j

, i = 1, . . . , K. (6.9)

(b) Calculer la nouvelle partitionU(t) à l’aide de l’́equation 6.8 ;

(c) t = t + 1 ;

5. Tant que U(t) 6= U(t− 1) et t ≤ tmax.

FIG. 6.2 –Algorithme du«k-means».

Connaissant les centresW = [1w 2w · · ·Kw]T des classes, l’indice de performanceF (U,W)
que l’on d́esire minimiser peut s’exprimer de la façon suivante :

F (U,W) =
Q∑

j=1

K∑
i=1

(ui,j) ||pj − iw||2 (6.7)

où l’on cherchèa trouver la partition qui minimise la distance entre les centres des classes et les
stimuli. L’algorithme it́eratif permettant d’optimiser cette fonction objectif est résuḿe à la figure
6.2. Il se poursuit tant que la miseà jour des centres engendre une modification de la partition, ou
jusqu’̀a l’atteinte d’un nombre maximum d’itérationstmax.

Un probl̀eme avec cet algorithme est que l’on force une partition rigide des stimuli d’en-
trâınement ce qui, en présence de bruit, peut provoquer une certaine instabilité. Consid́erons par
exemple les stimuli d’entraı̂nement repŕesent́es à la figure 6.3a. Dans ce cas, nous avons deux
classes bien sépaŕees pour lesquelles l’algorithme du k-means, avecK = 2, convergera assurément
vers la partition indiqúee par les points noirs et les points blancs. Mais si l’on ajoute un stimulus
éloigńe des autres, par exemple une erreur de mesure, alors la partition engendrée par les k-means
peut devenir instable commeà la figure 6.3b,́etant donńe que tous les stimuli ont la m̂eme impor-
tance dans la partition rigide. Pour limiter ce phénom̀ene, une solution consisteà faire appel aux
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(a) (b)

FIG. 6.3 –Example d’une partition rigide en deux classes : (a) cas sans bruit ; (b) cas avec bruit.

notions d’ensemble flou et de partition floue.

6.2 Fuzzy K-means

L’algorithme dit du«fuzzy k-means»1 (le k-means flou) est semblable au k-means, sauf que
la partition engendrée par les centres est floue, c’est-à-dire que le degré d’appartenanceui,j du
stimuluspj à la classeCi varie dans l’intervalle[0, 1] au lieu d’̂etre élément de{0, 1}, comme
préćedemment. L’indice de performance que l’on désire minimiser s’exprime maintenant par l’ex-
pression :

Fm(U,W) =
Q∑

j=1

K∑
i=1

(ui,j)
m ||pj − iw||2, (6.10)

où m > 1 est un exposant qui fixe le niveau de flou de l’algorithme dont lesétapes sont résuḿees
à la figure 6.4. L’algorithme se poursuit ainsi tant que la miseà jour des centres engendre une
modification non ńegligeable de la partition floue, ou jusqu’à un nombre maximum d’itérations
tmax. Géńeralement, on juge de la convergence en fixant un seuilε sur l’élément de la matriceU qui
a chanǵe le plus. Si ce changement est inférieur au seuil fix́e, on consid̀ere alors que l’algorithme
a converǵe.

Le param̀etrem de l’algorithme d́etermine le niveau de partage des degrés d’appartenance
de la matriceU. On fixe ǵeńeralementm = 2. Plusm augmente, plus on se trouveà partager
les degŕes d’appartenance entre les différentes classes. Il importe de se rappeler que l’algorithme
du fuzzy k-means, tout comme celui du k-means, impose la contrainte de l’équation 6.5,̀a savoir
que l’appartenance global d’un stimulusà l’ensemble des classes est toujourségalà 1. Lorsquem
s’approche de 1, on tend alors vers le k-means puisque la partition floue devient de plus en plus

1J.C. Dunn,«A Fuzzy Relative of the ISODATA Process and its Use in Detecting Compact Well-Separated Clus-
ters», J. Cybernetics, vol. 3, no. 3, p. 32-57, 1973.
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1. Initialiser les centresW(0) en choisissant aléatoirementK stimuli parmi lesQ donńees
d’apprentissage ;

2. Fixer les param̀etresm et ε ;

3. Calculer la partition initialeU(0) à l’aide de l’́equation :

ui,j =
1

K∑
k=1

(
||pj − iw||
||pj − kw||

) 2
m−1

, i = 1, . . . , K, j = 1, . . . , Q; (6.11)

4. t = 1 ;

5. Répéter :

(a) Calculer les nouveaux centresW(t) à l’aide de l’́equation :

iw =

Q∑
j=1

(ui,j)
mpj

Q∑
j=1

(ui,j)
m

, i = 1, . . . , K. (6.12)

(b) Calculer la nouvelle partition floueU(t) en utilisant l’́equation 6.11 ;

(c) t = t + 1 ;

6. Tant que max
i,j

|ui,j(t)− ui,j(t− 1)| > ε et t ≤ tmax ;

FIG. 6.4 –Algorithme du«fuzzy k-means».

rigide. Ceci devient un peu plus explicite en réécrivant l’́equation 6.11 de la manière suivante :

ui,j(t) =

(
1

||pj − iw||

) 2
m−1

K∑
k=1

(
1

||pj − kw||

) 2
m−1

(6.13)

Lorsquem → 1, l’exposant 2
m−1

tend vers l’infini et, par conśequent, le terme de la somme du
dénominateur qui correspond au centre le plus proche du stimuluspj devient infiniment dominant,
de sorte que le degré d’appartenancèa la classe correspondante tendra vers 1 (et les autres vers 0).

L’algorithme du fuzzy k-means géńeralise donc celui du k-means enétant beaucoup moins
sensible au bruit dans les stimuli grâce au partage de l’appartenance entre les différentes classes.
Ceci permet dans bien des situations d’éviter de rester pris dans des minimums locaux de la fonc-
tion objectifFm. L’algorithme est donćegalement beaucoup moins sensibleà une mauvaise ini-
tialisation des centres. Cependant, il demeure un problème important, illustŕe à la figure 6.5. On
voit sur cette figure deux nuages de points bien sépaŕes ainsi que deux pointsA etB qui semblent
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A

B

FIG. 6.5 –Exemple d’une partition flouèa deux classes.

correspondrèa du bruit. Typiquement, l’algorithme du fuzzy k-means affectera ces deux points
à l’une ou l’autre des deux classes, en fonction de l’emplacement exact de ces points ainsi qu’en
fonction de la position initiale des centres. Le problème est que peu importe cette affectation finale,
les degŕes d’appartenance deA etB aux deux classes en question seront tous les deux 0.5 puisqu’il
sont approximativementà égale distance des centres. Ceci résulte de la contrainte de l’équation 6.5
qui impose un partage de l’appartenance avec une somme des degréségaleà 1. Autrement dit, un
stimulus sitúe à égale distance de deux centres obtiendra toujours des degréségaux d’appartenance
aux classes correspondantes, peu importe la distance mesurée. Dans le cas de la figure 6.5, le point
A obtient un degŕe d’appartenance de 0.5, tout comme le pointB, même si le pointB semble a
priori beaucoup plus plausible que le pointA, étant sitúe beaucoup plus près des deux centres. Ceci
a comme conśequence d’accorder la m̂eme importance au pointA qu’au pointB. Dans le cas de
donńees bruit́ees, cela peut empêcher les centres de converger vers des régions denses de l’espace
d’entŕee.

6.3 Possibilistic K-means

L’algorithme dit du«Possibilistic k-means»2 chercheà pallier aux limitations du fuzzy k-
means en levant la contrainte de l’équation 6.5 et en modifiant la fonction objectif de manièreà
ne pas converger vers une solution triviale où tous les degŕes d’appartenance seraient nuls. Les
élémentsui,j de la partition floueU doivent alors respecter les trois contraintes suivantes :

ui,j ∈ [0, 1], i = 1, . . . , K, j = 1, . . . , Q, (6.14)

Q∑
j=1

ui,j > 0, i = 1, . . . , K, (6.15)

2R. Krishnapuram, J.M. Keller,«A Possibilistic Approach to Clustering», IEEE Transactions on Fuzzy Systems,
vol. 1, no. 2, p. 98-110, mai 1993.
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K∑
i

ui,j > 0, j = 1, . . . , Q, (6.16)

où les deux premières contraintes spécifient respectivement que les degrés d’appartenance des sti-
muli aux classes sont compris entre 0 et 1, et que toute classe doit posséder au moins un stimulus
avec un degŕe d’appartenance non nul. Ces deux contraintes sont identiquesà celles de l’algo-
rithme du fuzzy k-means. La troisième contrainte, celle de l’équation 6.16, se distingue cependant
à la fois du k-means et du fuzzy k-means qui imposeà chaque stimulus d’avoir une somme des
degŕes d’appartenancéegaleà 1 (́equation 6.5). Le possibilistic k-means impose plutôt que chaque
stimulus appartiennèa au moins une classe avec un degré d’appartenance non nul. Ceci implique
que la somme des degrés d’appartenance d’un stimulusà l’ensemble des classes peut maintenant
être soit plus petite, soit plus grande que 1, d’une part, et qu’un stimulus puisse appartenirà une
seule classe avec un degré d’appartenance inférieurà 1, d’autre part. Dans ce dernier cas, un stimu-
lus bruit́e tr̀eséloigńe de tous les centres pourra n’appartenir qu’à une seule classe, avec un degré
d’appartenance arbitrairement petit.

Pour ŕealiser ces contraintes, cependant, on ne peut pas optimiser la même fonction objec-
tif que pour le fuzzy k-means (équation 6.10), car on tendrait systématiquement vers des degrées
d’appartenance arbitrairement petits. Il s’agit alors d’ajouter un deuxième termèa cette fonction
objectif pour stimuler l’́emergence deui,j les plus grands possibles. On utilise l’expression sui-
vante :

Fm(U,W) =
Q∑

j=1

K∑
i=1

(ui,j)
m ||pj − iw||2 +

K∑
i=1

ηi

Q∑
j=1

(1− ui,j)
m, (6.17)

où lesηi sont des valeurs positives adéquates représentant l’́etendue du nuage associé à la classeCi.
Le premier terme de cettéequation cherchèa minimiser les distances entre les stimuli et les centres
des classes, alors que le deuxième force lesui,j à être maximum eńevitant donc la solution tri-
viale. Leséléments cĺes dans cette fonction objectif sont lesηi qui viennent pond́erer l’importance
relative de ces deux critères.

Pour optimiser cette fonction objectif, il importe de remarquer que les contraintes imposées
par le possibilistic k-means (équations 6.14̀a 6.16) rendent les lignes et les colonnes de la matrice
U indépendantes. En effet, lesui,j sont maintenant libres de changer indépendamment les uns des
autres car la contrainte de l’équation 6.6 áet́e lev́ee. Ceci nous permet donc de minimiserFm par
rapportàU en minimisant individuellement chaqueui,j. On obtient alors les termesF i,j

m deFm :

F i,j
m (ui,j, iw) = (ui,j)

m ||pj − iw||2 + ηi(1− ui,j)
m . (6.18)

que l’on peut d́eriver par rapport̀aui,j et, en affectant le résultatà 0, on obtient le ŕesultat suivant :

ui,j =
1

1 +

(
||pj − iw||2

ηi

) 1
m−1

. (6.19)

qui nous pŕecise la façon dont il faudra estimer la partition floueà chaque it́eration de l’algorithme,
étant donńe les stimuli d’apprentissage et les positions des centres. L’équation 6.19 sṕecifie que le
degŕe d’appartenancèa une classe ne dépend que de la distance entre le stimulus et le centre de la
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classe. C’est exactement le résultat que nous cherchions. Il ne reste plus qu’à d́eterminer la façon
de calculer lesηi qui viennent pond́erer cette distance.

Le param̀etrem dans l’́equation 6.19 représente le niveau de flou de l’algorithme, comme pour
le fuzzy k-means, mais son interprétation est diff́erente. Lorsquem → 1, l’exposant 1

m−1
tend vers

l’infini et les degŕes d’appartenance deviennent binaires : 1 si la distance du stimulus au centre est
inférieurà ηi, 0 autrement. Au contraire, lorsquem → ∞, l’exposant 1

m−1
→ 0 et tous les degrés

d’appartenance deviennentégauxà 0.5 peu importe la distance entre les stimuli et les centres ; on
obtient alors le flou maximum puisque tous les stimuli appartiennentà toutes les classes avec 50%
de possibilit́e. Pour le fuzzy k-means on conseille habituellementm = 2 qui donne des résultats
satisfaisants dans la plupart des situations. Pour le possibilistic k-means, cette valeur est parfois
trop élev́ee, on conseille plutôt 1.5 ≤ m < 2.

La valeur deηi détermine la distancèa partir de laquelle le degré d’appartenance d’un stimulus
à la classe devient 50%. C’est en quelque sorte la zone d’influence de la classeCi, à l’intérieur de
laquelle la possibilit́e d’appartenance est supérieureà 50%. De façon ǵeńerale, il importe donc
que sa valeur soit corrélée avec l’́etendu du nuage des stimuli associésà la classe. En pratique, la
définition suivante fonctionne bien :

ηi =

Q∑
j=1

(ui,j)
m ||pj − iw||2

Q∑
j=1

(ui,j)
m

. (6.20)

Cette expression rendηi proportionnel̀a la moyenne pond́eŕee des distances intra-classe. Une autre
façon de proćeder est de considérer seulement dans l’équation ci-dessus lesui,j ≥ α, on parle
alors d’une coupeα de la partition. Dans ce cas,ηi repŕesente la moyenne pondéŕee des distances
intra-classe pour les«bons» stimuli, c’est-̀a-dire ceux dont le degré d’appartenancèa la classe est
suṕerieuràα.

Les valeurs deηi peuventêtre fix́ees a priori, ou encorêetre ajust́eesà chaque it́eration de
l’algorithme. Dans ce dernier cas, cependant, il importe de prendre des précautions pouŕeviter les
instabilit́es pouvant ŕesulter de tels changements en continu. En pratique, l’algorithme du possi-
bilistic k-means est assez robusteà de larges variations deηi, à condition d’avoir bien initialiser
les centres. Ainsi, on peut calculer lesηi à partir de la partition floue initiale, puis les ré-estimer
lorsque l’algorithme a convergé une premìere fois. Ensuite, on peut recommencer la procédure si
l’on désire obtenir une meilleure estimation de la partition floue. Cette deuxièmeétape converge
géńeralement en quelques itérations seulement puisque les centres sont déjà correctement posi-
tionnés. Dans le cas de stimuli bruités, elle permet de déterminer les degrés d’appartenance aux
classes avec presque la même pŕecision que dans le cas d’un environnement non bruité. Des valeurs
deα entre 0.1 et 0.4 produisent géńeralement des résultats satisfaisants.

L’algorithme du possibilistic k-means est résuḿe à la figure 6.6. Il comporte deux parties dont
la deuxìeme est optionnelle. Dans les deux cas, nous adoptons le même crit̀ere d’arr̂et que pour le
fuzzy k-means. Pour le choix des centres initiaux, on ne peut pas procéder comme pŕećedemment
en choisissant aléatoirement des stimulìa l’intérieur de la base d’apprentissage car les centres
de l’algorithme du possibilistic k-means ne sont pas aussi mobiles que ceux des deux algorithmes
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1. Initialiser les centresW(0) ainsi que la partition floueU(0) en utilisant l’algorithme
du fuzzy k-means ;

2. Estimer lesηi en utilisant l’́equation 6.20 avec une coupeα = 0 ;

3. Fixer les valeurs dem et ε ;

4. t = 1 ;

5. Répéter :

(a) Calculer les nouveaux centresW(t) en utilisant l’́equation 6.12 ;

(b) Calculer la nouvelle partition floueU(t) en utilisant l’́equation 6.19 ;

(c) t = t + 1 ;

6. Tant que max
i,j

|ui,j(t)− ui,j(t− 1)| > ε et t ≤ tmax ;

7. Ré-estimer lesηi en utilisant l’́equation 6.20 avec une coupe0.1 ≤ α ≤ 0.4 ;

8. t = 1 ;

9. Répéter :

(a) Calculer les nouveaux centresW(t) en utilisant l’́equation 6.12 ;

(b) Calculer la nouvelle partition floueU(t) en utilisant l’́equation 6.19 ;

(c) t = t + 1 ;

10. Tant que max
i,j

|ui,j(t)− ui,j(t− 1)| > ε et t ≤ tmax ;

FIG. 6.6 –Algorithme du«possibilistic k-means».

préćedents. En effet,̀a cause du param̀etreηi qui restreint le rayon d’action des centres, un mauvais
choix de leur position initiale peut limiter grandement la performance de l’algorithme, et même
emp̂echer sa convergence. Pour cette raison, on commence habituellement avec un fuzzy k-means
qui, lui, est beaucoup plus robusteà une mauvaise initialisation des centres.

Mentionnons finalement qu’en changeant la norme utilisée pour calculer la distance entre
un stimulus et un centre, on peut construire différentes variantes du possibilistic k-means. Par
exemple, en calculant la matrice de covariance floue des stimulus :

Fi =

Q∑
j=1

(ui,j)
m(pj − iw)(pj − iw)T

Q∑
j=1

(ui,j)
m

, (6.21)

et en l’utilisant pour calculer la norme suivante :

||pj − iw||2 = R

√
|Fi| (pj − iw)T F−1

i (pj − iw), (6.22)

on obtient l’algorithme dit du«possibilistic Gustafson-Kessel».
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Chapitre 7

Réseau de Kohonen

Dans ce chapitre, nous allonsétudier un ŕeseau de neurones dit réseau de Kohonen1, ou en-
core carte auto-organisée de Kohonen. Il s’agit d’un réseau non supervisé avec un apprentissage
comṕetitif où l’on apprend non seulementà mod́eliser l’espace des entrées avec des prototypes,
comme avec les nuées dynamiques (chapitre 6), maiségalement̀a construire une cartèa une ou
deux dimensions permettant de structurer cet espace.

Un réseau de Kohonen est illustré à la figure 7.1. Les neurones de ce réseau correspondent
aux prototypes (figure 7.1a). Ils sont constitués d’un vecteur de poids dans l’espace des entrées
(d’une façon semblable aux centres des nuées dynamiques). La carte des neurones (figure 7.1b)
définit quantà elle des relations de voisinage entre les neurones. Par exemple, la figure 7.2 montre
la forme«carŕee» de voisinage qui est la plus souvent utilisée (les neurones y sont représent́es par
des cercles vides). On voit sur cette figure que les neurones adjacents sont liés entre eux par des
ar̂etes (on pourrait aussi avoir des arêtes diagonales). Ce sont les voisins immédiats sṕecifiés par
le voisinageΛi = k du neuronei, c’est-̀a-dire l’ensemble des neurones liés au neuronei par des
chemins dans le graphe de la carte contenant au plusk ar̂etes.

L’algorithme d’apprentissage du réseau de Kohonen est de type compétitif (section 4.3). La
miseà jour des poids∆iw du neuronei au tempst s’exprime de la façon suivante :

∆iw(t) =

{
η(t)[p(t)− iw(t)] si i ∈ Λg(t)

0 autrement
(7.1)

où p(t) désigne le stimulus d’apprentissage au tempst etΛg(t) repŕesente le voisinage au tempst
du neurone gagnantg. Ce dernier est d́etermińe simplement en retenant l’indice du neurone pour
lequel la distance avec le stimulusp est minimum :

g(p) = arg min
i
||p− iw||, i = 1, 2, . . . , S (7.2)

où S correspond au nombre de neurones du réseau.

1Teuvo Kohonen,«The Self-Organizing Map», Proceedings of the IEEE, p. 1464-1480, 1990 (la version originale
de cet article remontèa 1982).
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C a

Entrée Couche de S neurones

a = compet(n)

W
p n

R x 1
S x R

S x 1 S x 1

R S

ni = − ||iw − p||

1 2 3 4 5 6 7

8 9 10 11 12 13 14

15 16 17 18 19 20 21

22 23 24 25 26 27 28

29 30 31 32 33 34 35

36 37 38 39 40 41 42

Carte auto-organisée

(a) (b)

FIG. 7.1 –Réseau de Kohonen avec carte rectangulaire deS = 6× 7 = 42 neurones.
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(a) (b) (c)

FIG. 7.2 –Topologie de voisinage (quatre voisins) pour une carteà deux dimensions : (a)Λ18 = 2 ;
(b) Λ18 = 1 ; et (c)Λ18 = 0.

À l’ équation 7.1, il importe de remarquer que le taux d’apprentissageη et le voisinage du
neurone gagnantΛg dépendent tous deux du temps. L’idéeétant d’employer au d́epart un grand
taux d’apprentissage ainsi qu’un grand voisinage, et de réduire ceux-ci au fur et̀a mesure que le
temps (donc l’apprentissage) progresse. On utilise souvent une décroissance lińeaire pour le taux
d’apprentissage :

η(t) =

{
η0 −

(
η0−ητ

τ

)
t si t < τ

ητ autrement
(7.3)

où η0 est le taux d’apprentissage initial,ητ est le taux d’apprentissage final, et où τ délimite la
frontière entre deux phases d’apprentissage. De même, pour le voisinage, on peut aussi utiliser une
décroissance lińeaire :

Λ(t) =

{
Λ0

(
1− t

τ

)
si t < τ

0 autrement
(7.4)

Ces fonctions lińeaires d́ecroissantes sont illustréesà la figure 7.3. Le param̀etreτ marque la fin
d’une ṕeriode d’organisation et le début d’une ṕeriode de convergence. La phase d’organisation,
grâceà un taux d’apprentissageélev́e ainsi qu’un voisinagéetendu, permet de déployer la carte de
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t
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τ

η0

ητ
t

Λ
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FIG. 7.3 –Exemple de d́ecroissance (a) du taux d’apprentissage et (b) de la fenêtre de voisinage
en fonction du temps.

neurones l̀a òu les donńees sont concentrées. Elle permet aussi, grâceà une d́ecroissance progres-
sive du taux d’apprentissage et du voisinage, de déplier la carte de manièreà ce que sa topologie
corresponde au mieux̀a la topologie des stimuli. Ainsi, les stimuli adjacents dans l’espace des
entŕees seront associésà des neurones adjacents dans la carte du réseau. La phase de convergence,
grâceà un taux d’apprentissage faible et un voisinage nul, permet quantà elle de raffiner la position
des neurones de manièreà les centrer sur des nuages denses de stimuli.

7.1 Algorithme de Kohonen

L’algorithme de base de Kohonen est résuḿe à la figure 7.4. Il consistèa échantillonner les
stimuli d’apprentissage jusqu’à l’atteinte d’un certain crit̀ere d’arr̂et. Celui-ci est le plus souvent
sṕecifié par un nombre maximum d’itération tmax mais peut aussi tenir compte de la stabilité
des poids. Par exemple, lorsquemaxi ||∆iw|| < ε durant plusieurs it́erations, on peut d́ecider
arbitrairement de stopper l’apprentissage puisque le réseau mod́elise suffisamment bien l’espace
des entŕees.À chaque it́eration, on d́etermine le neurone gagnant (le plus proche) et on déplace
celui-ci, ainsi que son voisinage actuel, dans la direction du stimulus courant en utilisant le taux
d’apprentissage courant.

Une variante que l’on peut aussi rencontrer consisteà remplacer l’́equation 7.1 par l’expression
suivante :

∆iw(t) = πi,g(t)η(t)[p(t)− iw(t)] (7.5)

où :

πi,g(t) = exp

(
−

d2
i,g

2σ2(t)

)
(7.6)

vient remplacer le voisinageΛg par une fonctionπi,g qui dépend de la distance topologiquedi,g (en
nombre d’ar̂etes dans la carte) entre le neuronei et le neurone gagnantg. La fonctionπi,g a une
forme gaussienne telle qu’illustréeà la figure 7.5. Elle se trouvèa ŕeduire le taux d’apprentissage
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1. Initialiser les poidsiw(0) avec de petites valeurs aléatoires ;

2. Fixerη0, ητ , τ etΛ0 ;

3. t = 1 ;

4. Répéter tant que t ≤ tmax :

(a) Choisir aĺeatoirement un stimulusp(t) parmi l’ensemble d’apprentissage ;

(b) Déterminer le neurone gagnantg(p) à l’aide de l’́equation 7.2 :

g(p) = arg min
i
||p(t)− iw(t)||, i = 1, 2, . . . , S

(c) Mettreà jour les poids̀a l’aide de l’́equation 7.1 :

∆iw(t) =

{
η(t)[p(t)− iw(t)] si i ∈ Λg(t)

0 autrement

où η(t) correspond au taux d’apprentissage etΛg(t) à un voisinage autour du neu-
rone gagnantg ; η(t) etΛg(t) sont toutes deux des fonctions décroissantes dans le
temps.

(d) t = t + 1 ;

FIG. 7.4 –Algorithme de Kohonen.

effectif du neuronei par rapport̀a sonéloignement topologique du neurone gagnant. Tout comme
pour le voisinageΛg, il importe que le rayon d’action deπi,g décroisse dans le temps de manièreà
ce que vers la fin de l’apprentissage, seul le neurone gagnant subisse une miseà jour significative
de son vecteurgw. Pour ce faire, par exemple, on peut faire décrôıtre exponentiellement la variance
σ de la gaussienne en fonction du temps :

σ(t) = σ0 exp
(
− t

τ

)
(7.7)

où σ0 définit la variance au temps initial. Pour l’interprétation deπi,g, il importe de se rappeler que
la distance topologique est discrète :di,g ∈ IN . Par exemple, pourσ0 = di,g = 5 et τ = 1000 on
obtientσ(1) = 4.995 et πi,g(1) = exp(−25/49.9) = 0.606, πi,g(500) = 0.257 et πi,g(1000) =
0.025. Pourσ0 = 3, di,g = 5 et τ = 1000, on obtiendraπi,g(1) = 0.249, πi,g(500) = 0.023 et
πi,g(1000) = 3.5× 10−5

7.2 Propriétés

Cette section ŕesume les principales propriét́es statistiques de l’algorithme de Kohonen par
rapportà son espace continu d’entréeX , pour lequel la topologie est définie par une ḿetrique de
distance, et son espace discret de sortieY dont la topologie est spécifiée par le treillis de la carte
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di,g

πi,g

2σ

FIG. 7.5 –Fonction de voisinage gaussienne.

de neurones. Le réseau ŕealise donc une transformation non-linéaireΦ :

Φ : X → Y (7.8)

Cette transformation peutêtre vue comme une abstraction de l’équation 7.2 qui d́etermine l’identit́e
du neurone gagnant en présence d’une stimulusp ∈ X .

Propri été 1. Approximation de l’espace d’entrée
La carte auto-organisée de Kohonen, représent́ee par un ensemble de vecteurs poids synaptiques
{iw|i = 1, 2, . . . , S}, construit dans l’espace de sortieY, une approximation de l’espace d’entrée
X , tel qu’illustré à la figure 7.6.

Propri été 2. Ordre topologique
La carteΦ obtenue par l’algorithme de Kohonen est ordonnée topologiquement dans le sens où
l’emplacement des neurones dans l’espace des sorties (le treillis) correspondà une ŕegion par-
ticulière de l’espace des entrées. Deux ŕegions adjacentes dans l’espace des entrées seront aussi
adjacentes dans l’espace des sorties. Ceci est une conséquence directe de l’équation 7.1 qui force
le vecteurs des poids synaptiquesgw du neurone gagnant, ainsi qu’un certain nombre de poids
voisinsiw ∈ Λg de ce neurone gagnant,à bouger dans la direction des stimulip.

Propri été 3. Appariement des fonctions de densité
La carteΦ reflète les variations statistiques des distributions de points dans l’espace des entrées :
les ŕegions deX contenant beaucoup de stimuli seront appariées avec davantage de neurones que
les ŕegionséparses. Ainsi, elles seront mieux modélisées.
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FIG. 7.6 –Illustration de la relation entre la carte auto-organiséeΦ et le vecteurgw du neurone
gagnant pour le stimulusp.

7.3 Exemples

Cette section pŕesente trois exemples tirés de l’article de Kohonen. Le premier, illustré à la fi-
gure 7.7, pŕesente le cas d’une carteà une dimension, c’est-à-dire une carte constituée d’une châıne
unidimensionnelle de neurones. Les stimuli d’apprentissage pour cet exemple sontéchantillonńes
uniformémentà l’intérieur d’un triangle. La première image de la figure (t = 0) montre l’initia-
lisation aĺeatoire du ŕeseau òu la châıne de neurones est totalement repliée sur elle-m̂eme. D̀es
les premìeres it́erations de l’algorithme (t = 20), on commencèa voir apparâıtre la châıne qui se
déplie graduellement au fil des itérations en prenant de l’expansionà l’intérieur du triangle òu sont
situées les stimuli. Apr̀es25 000 itérations, on constate que la chaı̂ne s’est compl̀etement d́eploýee
pour occuper tout l’espace disponible.

La figure 7.8 pŕesente un exemple avec cette fois-ci une carteà deux dimensions. Les stimuli
d’apprentissage pour cet exemple sontéchantillonńes uniforḿementà l’intérieur d’un carŕe. De
nouveau, d̀es les premìeres it́erations, la carte initialiśee avec de petits vecteurs de poids aléatoires
se d́eploie en se d́epliant et, apr̀es quelques dizaines de milliers d’itérations, finit par occuper tout
l’espace disponible.

Le dernier exemple présente un cas plus compliqué òu les stimuli sont tridimensionnels, d’une
part, et n’ont pas une topologie rectangulaire, d’autre part. Ils sontéchantillonńes dans un volume
synth́etique dont la forméevoque vaguement celle d’un cactus illustré à la figure 7.9(a). Le résultat
final de l’apprentissage, donné à la figure 7.9(b), illustre le principal défaut de l’approche de Koho-
nen. Bien que la carte obtenue approxime raisonnablement bien le volume des stimuli, on observe
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FIG. 7.7 –Exemple d’une carte auto-organiséeà une dimension. Les stimuli d’apprentissage sont
distribuées uniforḿement̀a l’int érieur d’un triangle.

FIG. 7.8 –Exemple d’une carte auto-organisée à deux dimensions. Les stimuli d’apprentissage
sont distribúees uniforḿement̀a l’int érieur d’un carŕe.
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(a) (b)

FIG. 7.9 –Exemple d’une carte auto-organiséeà deux dimensions (droite). Les stimuli d’appren-
tissage sont distribúees uniforḿement̀a l’int érieur d’un volume tridimensionnel en forme de cactus
(gauche).
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FIG. 7.10 –Réseau LVQ

aussi que sa topologie plus ou moins compatible avec celle des données engendre certaines aber-
rations comme, par exemple, les neurones qui se sont positionnés dans l’espace des entrées, entre
les branches du cactus,à des endroits òu il n’existe aucun stimulus d’apprentissage. La topologie
fixéeà priori des cartes de Kohonen constitue donc un handicap que nous tenterons de lever avec
l’architecture pŕesent́ee au chapitre suivant : le réseau GNG.

7.4 Réseau LVQ

En utilisant les principes de l’apprentissage compétitif on peut aussi construire un réseau
superviśee nomḿee LVQ2. Ce ŕeseau hybride est illustré à la figure 7.10. Sa première couche
comṕetitive permet de mod́eliser l’espace des entrées, alors que la seconde linéaire permet de
prendre des d́ecisions. Chaque neurone de la première couche est associé a priori à une classe,
avec ǵeńeralement plusieurs neurones par classe (S1 >> S2). Ceci permet de réunir des frontìeres
de d́ecision convexes dans l’espace des entrées. Tout comme pour le Kohonen ou les nuées dy-
namiques, les neurones compétitifs de la premìere couche apprennentà positionner un vecteur
prototype dans l’espace des entrées et celui-ci permet de classifier une région de ce dernier, région
que l’on peut interpŕeter comme une sous-classe de la classeà laquelle chaque neurone est associé.

C’est la deuxìeme couche de neurones qui prend les décisions gr̂ace aux poidsw2
i,j de la

matriceW2 :

w2
i,j =

{
1 si le neuronej est associé au neuronei (classei)
0 autrement

(7.9)

La matriceW2 est donc fix́ee une fois pour toute avant même de commencer l’apprentissage.
Les neurones de la première couche sont géńeralement ŕepartis uniforḿement entre les classes,à

2En anglais :«Linear Vector Quantization».
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moins que l’on dispose d’informations sur leur probabilité a priori, auquel cas on pourra affecter
plus de neurones̀a certaines classes et moinsà d’autres. L’apprentissage du réseau LVQ consiste
simplement̀a positionner au mieux les prototypes en employant la règle de Kohonen. Lorsqu’un
stimulus est correctement classé par le ŕeseau, alors le vecteur de poidsgw du neurone gagnant
est rapproch́e de ce stimulus avec un taux d’apprentissageη. Autrement, c’est que le mauvais
neurone a gagńe et il s’agit simplement d’éloigńe son vecteur de poids du stimulus, au lieu de
le rapprocher, avec le m̂eme taux d’apprentissage, dans l’espoir qu’un autre neurone associé à la
bonne classe puisse gagner la prochaine fois :

∆gw(t) =

 η [p(t)− gw(t)] si a2
g = dg = 1

−η [p(t)− gw(t)] si a2
g = 1 6= dg = 0

(7.10)

Cette approche comporte néanmoins une faille importante, dépendant de l’initialisation des neu-
rones, lorsque pour atteindre une zone associée à sa classe, un neurone doit traverser une zone
assocíeeà une autre classe. Parce que le vecteur de poids d’un tel neurone sera repoussé par les sti-
muli présents dans cette région de transit, il risque fort, en pratique, de ne jamais pouvoir traverser
cette zone, et ainsi de ne jamais pouvoir servirà classifier une ŕegion associéeà la bonne classe.

Pour contourner ce problème, une solution souvent utilisée consiste dans ce casà non seule-
ment ajuster le vecteur du neurone gagnant, en l’éloignant du stimulus, mais aussià choisir le
neurone le plus proche qui classifie correctement le stimulus pour le rapprocher de celui-ci. De
cette façon, deux neurones sont ajustés simultańement : le mauvais gagnant estéloigńe du stimu-
lus et unéventuel futur bon gagnant est rapproché de ce dernier.



Chapitre 8

Réseau GNG

Le réseau«Growing Neural Gas»1 (GNG) est un ŕeseau constructif qui ne pose a priori aucune
hypoth̀ese sur la topologie de l’espace des entrées. Un ŕeseau minimal est initialement créé et de
nouveaux neurones ainsi que de nouvelles connexions entre les neurones sont ajoutés au fil de
l’apprentissage non supervisé.

La topologie du ŕeseau est représent́ee par un grapheG = [V (t), E(t)] où V (t) désigne l’en-
semble des sommets du graphe au tempst etE(t) l’ensemble de ses arêtes.À chaque sommet est
assocíe un neurone caractériśe par un vecteur de poids synaptiquesiw ainsi qu’un signal d’erreur
ei. Ce dernier serviràa accumuler l’erreur de modélisation attribuable au neuronei et guidera le
choix de l’emplacement òu nous ajouterons périodiquement de nouveaux sommets dans le graphe.
Les ar̂etes du graphe, liant deux sommetsi etj, correspondent quantà ellesà des connexions entre
les neurones sous-jacents.À chaque connexion{i, j} est associé unâgeai,j. Une connexion jeune
implique une vraisemblancéelev́ee de la relation topologique, alors qu’au contraire, une connexion
âǵee signifie une vraisemblance faible de cette relation. Lorsque l’âge d’une connexion dépassera
un certain seuil, celle-ci pourra mourir et disparaı̂tre du graphe. Comme nous le verrons plus loin,
à la fois les connexions et les neurones peuvent apparaı̂tre et disparâıtre du graphe tout au long du
processus d’apprentissage. C’est pourquoi les ensemblesV etE dépendent tous les deux du temps.

8.1 Algorithme

L’algorithme du GNG comprend un certain nombre de paramètres essentiels. Tout d’abord,
il y a τ qui défini la ṕeriode de temps entre les ajouts de neurone, c’est-à-dire qu’̀a toutes les
τ itérations, nous ajouterons un neurone quelque part dans le graphe. L’apprentissage du GNG,
tout comme celui du Kohonen (voir chapitre 7), est de type compétitif. Le neurone gagnant ainsi
que ses voisins sont déplaćes dans la direction d’un stimulus en proportion de sa distance et d’un
certain taux d’apprentissage. Le GNG utilise deux taux distincts, un pour le neurone gagnant,
ηg, et l’autre pour ses voisins imḿediats,ηv. Contrairement au réseau de Kohonen, cependant,

1Bernd Fritzke,«A Growing Neural Gas Network Learns Topologies», publié dansAdvances in Neural Informa-
tion Processing Systems 7, G. Tesauro, D.S. Touretzky et T.K. Leen (éditeurs), MIT Press, Cambridge MA, 1995.
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ces taux demeurent fixes tout au long de l’apprentissage.Également, le voisinage est fixé à 1,
c’est-̀a-dire que seuls les voisins immédiats du neurone gagnant se déplacent. Les connexions
entre les neurones ne peuvent dépasser un̂age maximumamax, sinon elle meurent et disparaissent.
Finalement, on utilise aussi un paramètreα pour contr̂oler l’oubli des signaux d’erreur associés
aux neurones du réseau. Le r̂ole pŕecis de chacun de ces paramètres est explicit́e dans leśetapes
suivantes :

1. Initialisation :V = {x, y} et E = {{x, y}} avecxw(0) et yw(0) initialisés aĺeatoirement
avec de petits poids synaptiques dans l’espace des entrées ;ex(0) = ey(0) = ax,y(0) = 0.

2. Fixertmax, τ , ηg, ηv, amax etα.

3. t = 1.

4. Répéter tant que t ≤ tmax :

(a) Choisir aĺeatoirement un stimulusp(t) parmi l’ensemble d’apprentissage.

(b) Déterminer les deux neurones gagnantsg1 etg2 les plus pr̀es dep(t) :

g1 = arg min
i∈V (t)

||p(t)− iw(t)|| (8.1)

g2 = arg min
i∈V (t)\{g1}

||p(t)− iw(t)|| (8.2)

(c) Incŕementer leŝages de toutes les connexions adjacentesàg1 :

∀{i, g1} ∈ E : ai,g1 = ai,g1 + 1 (8.3)

(d) Incŕementer l’erreur associée au premier gagnant :

eg1 = eg1 + ||p(t)− g1w(t)|| (8.4)

(e) Déplacer les vecteur de poids synaptiques deg1 et de ses voisins imḿediats dans la
direction dep(t) :

∆g1w(t) = ηg[p(t)− g1w(t)] (8.5)

∆vw(t) = ηv[p(t)− vw(t)], v ∈ Λg1 (8.6)

où Λg1 = {i ∈ V |i 6= g1et{i, g1} ∈ E(t)}.

(f) Si {g1, g2} ∈ E(t), alorsag1,g2 = 0 ; autrement :

E(t) = E(t) ∪ {{g1, g2}}, ag1,g2(t) = 0. (8.7)

(g) Retirer deE toutes les connexions pour lesquellesai,j > amax ; retirer aussi tous
les neurones qui se retrouveraient isolés (sans aucune connexion) suiteà la mort de
connexions.

(h) Si t mod τ = 0, alors :

i. Déterminer le neuroneq posśedant l’erreur maximum :

q = arg max
i∈V

ei (8.8)
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ii. Déterminer le neuroner, voisin deq, posśedant aussi l’erreur maximum :

r = arg max
i∈Λq

ei (8.9)

iii. Insérer un nouveau neuronex à mi-chemin entreq et r :

xw(t) =
qw(t) + rw(t)

2
, ex =

eq

2
, eq =

eq

2
(8.10)

iv. Remplacer la connexion{q, r} par les deux connexions{q, x} et{x, r} avecaq,x =
ax,r = 0.

(i) Réduire les signaux d’erreur de tous les neurones :

ei = αei, ∀i ∈ V (t) (8.11)

(j) t = t + 1.

8.2 Exemple

La figure 8.1 illustre la capacité qu’̀a le GNGà apprendre la topologie des données. Pour cet
exemple, les donńees d’apprentissage ontét́e ǵeńeŕeesà partir de quatre distributions uniformes :
la premìere dans un volume tridimensionnel en forme de prisme rectangulaire, la deuxième sur une
surface rectangulaire apposée sur l’une des faces du prisme, la troisième le long d’un segment de
droite au bout de la surface et la dernière le long d’un anneau au bout du segment de droite. La
figure montre le graphe du réseaùa différents instant durant l’apprentissage. Initialement (en haut
à gauche), on commence avec un réseau de deux neurones liés par une seule connexion. Au fil des
itérations, des neurones sont ajoutés dans le graphe aux endroits où l’erreur de mod́elisation est
maximum.À la fin, nous seulement le réseaùa appris̀a mod́eliser l’espace d’entrée, mais il a aussi
réussià apprendre la topologie des différentes formeśechantillonńees !
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FIG. 8.1 –Exemple d’un GNG entraı̂né sur des stimulíechantillonńes dans un volume en forme de
prisme rectangulaire, sur une surface rectangulaire apposée perpendiculairementà l’une des faces
du prisme et̀a une courbe en forme d’anneau au bout d’une tige apposéeà l’une des extŕemit́es de
la surface.



Chapitre 9

Architectures ART

Les architectures ART1 sont issues des travaux de Stephen Grossberg et Gail Carpenter. Elles
sont baśees sur une th́eorie d’inspiration biologique2 assez complexe sur laquelle nous n’insis-
terons pas. Elles se manifestent par différentes implantations spécifiques dont celles nomḿees
«ART1», «ART2», «ART3», «fuzzy ART», «ARTmap», «fuzzy ARTmap», etc. L’architecture
ART13 poss̀ede la particularit́e de n’accepter que des entrées binaires, alors que le ART24 accepte
des entŕees continues en incorporant aux mécanismes du ART1 différentes oṕerations complexes
de normalisation. Quant au ART35, il développe le ART2 davantage en lui ajoutant un nouveau
mécanisme de réinitialisation biologiquement inspiré. Ces trois architectures utilisent toutes un
processus d’apprentissage non supervisé. Dans ce chapitre, nous allons nous concentrer sur une
quatrìeme architecture,́egalement non supervisée, nomḿee fuzzy ART6, qui poss̀ede la relative
simplicité du ART1 tout en offrant la capacité du ART2à traiter des entrées continues.

Nous aborderons ensuite une des versions supervisées des architectures ART : le fuzzy ART-
map7 qui permet non seulement un apprentissage supervisé, maiségalement un apprentissage
incrémental des connaissances, c’est-à-dire un apprentissage où tous les stimuli ne sont pas néces-
sairement disponibles en tout temps. Ainsi, on peut par exemple apprendre avec un premier sous-
ensemble de stimuli, puis mettre ce dernier de côté et poursuivre l’apprentissage avec un autre sous-
ensemble sans que les connaissances acquises préćedemment soient oubliées par le ŕeseau. Ceci
n’est tout simplement pas possible avec d’autres architectures neuronales comme, par exemple, le

1En anglais :«Adaptive Resonance Theory».
2S. Grossberg,Studies of Mind and Brain, Boston : D. Reidel Publishing Co., 1982.
3G.A. Carpenter et S. Grossberg,«A Massively Parallel Architecture for a Self-Organizing Neural Pattern Recog-

nition Machine», Computer Vision, Graphics, and Image Processing, vol. 37, p. 54-115, 1987.
4G.A. Carpenter et S. Grossberg,«ART2 : Self-Organization of Stable Category Recognition Codes for Analog

Input Patterns», Applied Optics, vol. 26, no. 23, p. 4919-4930, 1987.
5G.A. Carpenter et S. Grossberg,«ART3 : Hierarchical Search using Chemical Transmitters in Self-Organizing

Pattern Recognition Architectures», Neural Networks, vol. 3, no. 23, p. 129-152, 1990.
6G.A. Carpenter, S. Grossberg et D.B. Rosen,«Fuzzy ART : Fast Stable Learning and Categorization of Analog

Patterns by Adaptive Resonance Theory», Neural Networks, vol. 4, p. 759-771, 1991.
7G.A. Carpenter, S. Grossberg et J. Reynolds,«Fuzzy ARTmap : A Neural Network Architecture for Incremental

Supervised Learning of Analog Multidimensional Maps», IEEE Transactions on Neural Networks, vol. 3, p. 698-713,
1992.
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FIG. 9.1 –Architecture du ŕeseau fuzzy ART.

perceptron multicouche qui, lors de la deuxième phase d’entraı̂nement, oubliera très rapidement
(en quelques ṕeriodes) tout ce qu’il a appris lors de la première phase. Pour permettre l’apprentis-
sage incŕemental, le fuzzy ARTmap combine deux réseaux fuzzy ART grâceà un carte associative
(«map» en anglais ; d’òu le nom«ARTmap»).

9.1 Fuzzy ART

Le fuzzy ART est un ŕeseau comṕetitif à deux couches de neurones tel qu’illustré à la fi-
gure 9.1. La première couche, notéeEc, sert à coder les stimuli d’entrée avec un encodage dit
«compĺementaire». La deuxìeme couche est une couche compétitive semblablèa celle du Koho-
nen. Cependant, tout comme les autres architectures ART, le fuzzy ART incorpore un mécanisme
de ŕetroaction permettant de stabiliser les prototypes appris dans les vecteurs de poids qui relient
les deux couches. Ce mécanisme dit de«résonance» est contr̂olé par un param̀etreρ qui permet
de ŕe-initialiser au besoin la couche compétitive. Pour chaque stimulus d’entrée, les sortiesa2 du
réseau sṕecifient une cat́egorie parmiS.

Un peu comme le GNG, le fuzzy ART est un réseau constructif òu de nouveaux neurones
sont alloúees au fil de l’apprentissage. Géńeralement, on fixe au départ un nombre maximum de
neuronesS, ce qui fixeégalement un nombre maximum de catégories de stimuli. Initialement,
aucun neurone n’est actif, le premier stimulus d’apprentissage activera le neurone associé à la
premìere cat́egorie. L’allocation subśequente de nouvelles catégories d́ependràa la fois des stimuli
et des param̀etres de l’algorithme.

Les entŕees d’un fuzzy ART doivent̂etre des ensembles flous définis sur un ŕeférentiel discret.
Soit p la repŕesentation vectorielle d’un ensemble flouE défini sur un ŕeférentiel discretR =
{r1, r2, . . . , rR} :

E = {(rj, pj)|rj ∈ R et0 ≤ pj ≤ 1}, j = 1, . . . , R (9.1)

où 0 ≤ pj ≤ 1 repŕesente le degré d’appartenancèa E de l’élémentrj du ŕeférentiel. Le vecteur
p = [p1 p2 · · · pR]T peut ainsiêtre interpŕet́e comme un point dans un hypercube unitaire deR
dimensions, commèa la figure 9.2 òu R = 2. Pour pouvoir utiliser un fuzzy ART, il s’agit donc de
transformer (normaliser) nos stimuli d’apprentissage de manièreà les faire tous entrer̀a l’intérieur
d’un hypercube unitaire, pour en faire des ensembles flous.
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FIG. 9.2 – Repŕesentation vectorielle d’un ensemble flouE défini sur un ŕef́erentiel de deux
éléments.

Le réseau fuzzy ART d́efinit trois param̀etresα, η etρ :

α > 0, 0 < η ≤ 1, 0 < ρ < 1 (9.2)

où α repŕesente un param̀etre de śelection,η le taux d’apprentissage etρ le taux de vigilance. Nous
allons expliciter la signification de ces paramètres ci-dessous.

L’algorithme du fuzzy ART se ŕesume aux́etapes suivantes :

1. Initialiser les poidsW = [1w 2w · · · Sw]T avec des 1 ;

2. Fixerα, η etρ ;

3. t = 1 ;

4. Répéter tant que t ≤ tmax :

(a) Choisir aĺeatoirement un ensemble floup(t) parmi la base d’apprentissage ;

(b) Effectuer l’encodage complémentaireEc :

a1(t) =

[
p(t)
pc(t)

]
(9.3)

où pc = [(1− p1)(1− p2) · · · (1− pR)]T repŕesente le complément flou dep.

(c) Calculer les niveaux d’activationn1
i des neurones de la première couche :

n1
i (t) =

|a1(t) ∩ iw(t)|
α + |iw(t)|

, i = 1, . . . , S, (9.4)

où α est le taux de śelection,| · | désigne la normel1 du vecteur :

|x| =
∣∣∣[x1 x2 · · ·xn]T

∣∣∣ =
n∑

i=1

xi, (9.5)
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etx ∩ y repŕesente l’intersection floue entrex ety :
x1

x2
...

xn

 ∩

y1

y2
...

yn

 =


min(x1, y1)
min(x2, y2)

...
min(xn, yn)

 (9.6)

(d) Calculer les sorties de la couche compétitive :

a2
i (t) =

 1 si n1
i (t) = max

j=1···S
n1

j(t)

0 autrement
, i = 1, . . . , S. (9.7)

Soitg = arg max
j

n1
j(t), l’indice du neurone gagnant.

(e) Si le degŕe de ŕesonance du neuroneg avec les sorties de la couche d’entrée est inf́erieur
au seuilρ :

|a1(t) ∩ gw(t)|
|a1(t)|

< ρ, (9.8)

alors bloquer temporairement le neuroneg pour qu’il ne puisse plus gagner et retourner
à l’étape 4d pour choisir le prochain gagnant.

(f) Lib érer tous les neurones bloqués.

(g) Mettreà jour le prototype du neurone gagnant :

∆gw(t) = η
[(

a1(t) ∩ gw(t)
)
− gw(t)

]
, (9.9)

où η est le taux d’apprentissage.

(h) t = t + 1 ;

Fin

La premìere chose que l’on peut remarquerà l’équation 9.3 est que la norme des vecteurs
encod́es demeure toujours constante :

|a1(t)| =
R∑

i=1

pi +
R∑

i=1

(1− pi) =
R∑

i=1

pi + R−
R∑

i=1

pi = R (9.10)

Le processus d’encodage permet donc de normaliser en amplitude les stimuli d’entrée.

Le niveau d’activationn1
i du neuronei de la couche comṕetitive, calcuĺes à l’équation 9.4,

permet de mesurer le degré de ressemblance entre le stimulus d’entréea1, expriḿe dans son en-
codage complémentaire, et le vecteur de poidsiw. En posantiw = [x yc]T , où x et y sont deux
vecteurs quelconques dans l’espace des stimuli, on obtient l’interprétation ǵeoḿetrique de la figure
9.3 pour le cas particulier d’un espaceà deux dimensions. La région d́efinie par le rectangle en trait
plein correspond̀a la zone d’activit́e du neuronei. Pour tous les stimulip situésà l’intérieur de
cette zone, le nuḿerateur de l’́equation 9.4 seráegalà :

a1 ∩ iw =

[
p
pc

]
∩

[
x
yc

]
=

[
p ∩ x

(p ∪ y)c

]
=

[
x
yc

]
= iw (9.11)
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FIG. 9.3 –Régions associéesà iw = [x yc]T (en trait plein) età a1 ∩ iw (en trait pointillé).

Par conśequent, on obtient dans ce cas|a1 ∩ iw| = |iw| et n1
i = |iw|

α+|iw| , c’est-̀a-dire une valeur
inférieureà 1. Pour uniw fixé, plusα sera grand, plus le niveau d’activation sera petit et, inverse-
ment, plusiw sera grand, plus le niveau d’activation tendra vers 1 pour unα donńe.

Pour les stimulip situésà l’extérieur de la zone, commèa la figure 9.3, l’oṕerationa1 ∩ iw
engendre la nouvelle région indiqúee en trait pointilĺe. Pour cette ŕegion, nous aurons|a1 ∩ iw| <
|iw| et le niveau d’activation calculé sera nettement inférieurà 1. Ainsi, les neurones dont la région
assocíee englobep gagneront la comṕetition avant les autres, et s’ils sont plusieursà l’englober,
c’est celui dont la ŕegion est la plus petite qui sera déclaŕe gagnant.

SoitZi la région associéeà iw. Dans le cas ǵeńeral d’un espace des stimulià R dimensions, il
s’agit d’un hyper-rectangle défini respectivement par les coinsx ety de ses composantes minimum
et maximum. La dimension de cette région peut se calculer de la façon suivante :

|Zi| ≡ |y − x| (9.12)

Pour qu’un vecteuriw puisse changer de valeur (équation 9.9), il faut que le neurone correspon-
dant gagne la compétition de l’́equation 9.7 et que celui-ci n’échoue pas le critère de ŕesonance
de l’équation 9.8. Dans ce cas seulement, la régionZi assocíee à ce neurone pourra grandir et,
éventuellement, englober le stimulus d’entrée. Si l’on pose un taux d’apprentissageη = 1 à
l’ équation 9.9, on parle dans ce cas d’apprentissage«instantańe», alors la ŕegionZi sera agrandie
juste assez pour englober le stimulusp. Dans le cas particulier d’un neurone inactif (un neurone
qui n’a jamais gagńe), c’est-̀a-dire un neurone dont leiw ne contient que des uns (étape 1 de l’al-
gorithme), on obtiendraiw(t + 1) = a1(t) et la ŕegionZi sera limit́e au pointp(t). Par la suite,
l’apprentissage ne pourra qu’augmenter la taille de la régionZi et, par conśequent, la norme de
iw ne pourra que diminuer. En fait, toujours sous l’hypothèse deη = 1, on peut montrer que la
régionZi correspondra toujours au plus petit rectangle (ou hyper-rectangle) englobant l’ensemble
des stimuli qui vont faire gagner et résonner le neuronei au cours de l’apprentissage.

Le critère de ŕesonance de l’équation 9.8 impose une contrainte sur la taille maximum que peut
atteindre les ŕegions associées aux neurones du fuzzy ART. En effet, le dénominateur|a1(t)| = R
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est une constante et il faut que :
|a1(t) ∩ gw(t)| ≥ Rρ (9.13)

pour que le neurone gagnant puisse subir une modification de son vecteur de poids. Or :

|a1(t) ∩ gw(t)| =

∣∣∣∣∣
[
p
pc

]
∩

[
x
yc

]∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
[

p ∩ x
pc ∩ yc

]∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
[

p ∩ x
(p ∪ y)c

]∣∣∣∣∣ (deMorgan)

= |p ∩ x|+ R− |p ∪ y|
= R− (|p ∪ y| − |p ∩ x|)
= R− |Zg ⊕ p| (9.14)

où Zg ⊕ p désigne la plus petite région (hyper-rectangle) qui englobeà la foisZg etp (voir figure
9.3 aveci = g). Par conśequent, on obtient l’expression suivante :

|Zg ⊕ p| ≤ R(1− ρ) (9.15)

qui sṕecifie la taille maximum qu’une région peut atteindre en fonction du taux de vigilanceρ.
Plus il est grand, plus les régions sont contraintes̀a de petites tailles.̀A la limite, lorsqueρ −→ 1,
le fuzzy ART apprendra les stimuli par cœur ! Plus il est petit, plus les régions pourront crôıtre.
À la limite, lorsqueρ −→ 0, un seul neurone pourrait couvrir tout l’espace d’entrée, et le ŕeseau
ne produirait plus qu’une seule catégorie. Lorsque le neurone gagnant ne respecte pas le critère
de ŕesonance, alors il est temporairement retiré de la comṕetition et le neurone suivant ayant le
plus grand niveau d’activation est sélectionńe à son tour. Ce processus est réṕet́e jusqu’̀a ce qu’on
trouve un neurone qui«résonne». Ceci sera toujours possible dans la mesure où le ŕeseau comporte
encore des neurones inactifs (la preuve est laissée en exercice).

Géńeralement, dans le cas d’un stimulus qui ne ressembleà aucune des catégories actives,
c’est-̀a-dire lorsque le neurone gagnantétait pŕećedemment inactif, on fixera automatiquement
le taux d’apprentissageη = 1 pour passer en mode d’apprentissage«instantańe». Sinon, si le
stimulus engendre la résonance d’une catégorie existante, alors on fixera un taux0 < η ≤ 1 tel
que sṕecifiée par l’utilisateur.

Finalement, mentionnons que le paramètre de śelectionα est habituellement fix́e à une petite
valeur telle que, par exemple, 0.01. Ainsi, le neurone gagnant sera celui dont la région associée
requiert un minimum d’agrandissement relatif pour pouvoir englober le stimulus d’entrée. Lorsque
α −→∞, ce n’est plus le pourcentage d’agrandissement qui compte, mais seulement la dimension
finalle.

9.2 Fuzzy ARTmap

Le fuzzy ARTmap est un réseau supervisé capable d’effectuer un apprentissage incrémental.
Il est constitúe de deux ŕeseaux fuzzy ART respectivement nommés ARTp et ARTd, tel qu’illustré
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FIG. 9.4 –Architecture du ŕeseau fuzzy ARTmap.

à la figure 9.4. Les réseaux ARTp et ARTd sont relíes entre eux par un champ associatif nommé
Fpd. Ce champ est utiliśe pour effectuer des prédictions associatives entre les catégories du module
ARTp, qui sont associées aux stimuli d’entrée, et celles du module ARTd, qui sont associées aux
sorties d́esiŕees.

En mode d’apprentissage, on propage un stimulus d’entrée dans le module ARTp et, simul-
tańement, on propage le vecteur des sorties désiŕees dans le module ARTd. Les cat́egories produites
par les deux modules sont alors comparéesà l’aide du champ associatifFpd. La matriceWpd de
dimensionS2 × S1 contient des vecteurs de poidswi assocíesà chacune desS1 cat́egories du mo-
dule ARTp. Lorsque la cat́egoriei produite par le ARTp résonne avec la catégoriej produite par le
ARTd, alorswi est modifíe pour ressembler davantageàa2

d, la sortie de ARTd. Sinon, le module de
résonance deFpd transmet un signal au ARTp pour que celui-ci produise une nouvelle catégorie.
Ce processus est recommencé jusqu’̀a ce que l’on trouve une association adéquate.

En mode de reconnaissance, on ne propage rien dans le module ARTd ; celui-ci demeure inac-
tif. Le stimulus d’entŕee est simplement propagé dans le module ARTp et la cat́egorie produite est
utilisée pour śelectionner le vecteur correspondant dansWpd.
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Plus formellement, voici toutes lesétapes de l’algorithme d’apprentissage du fuzzy ARTmap :

1. Initialiser les poidsWpd = [w1 w2 · · ·wS1 ] avec des 1 ;

2. Fixer les param̀etres des modules ARTp et ARTd ;

3. Fixerηpd etρpd deFpd ;

4. t = 1 ;

5. Répéter tant que t ≤ tmax :

(a) Choisir un couple(p(t),d(t)) parmi les donńees de la base d’apprentissage ;

(b) Propagerp(t) dans le ARTp ;

(c) Propagerd(t) dans le ARTd ;

(d) Calculer la sortie deFpd :
apd = a2

d ∩wpd
g (9.16)

où a2
d désigne le vecteur de sortie de ARTd et g correspond̀a la cat́egorie produite par

le ARTp ;

(e) Si le degŕe de ŕesonance deFpd est inf́erieur au seuilρpd, c’est-̀a-dire si :

|apd|
|a2

d|
< ρpd, (9.17)

alors augmenterρp juste assez pour forcer le ARTp à produire une nouvelle catégorie et
retourner̀a l’étape 5d. Pour ce faire, il faudra fixer temporairementρp lég̀erement plus
grand que|a1

p ∩wp
g|/|a1

p|.
(f) Mettre à jour le vecteur gagnant deFpd :

wg(t + 1) = ρpd a2
d + (1− ρpd)wg(t) (9.18)

(g) S’il y a lieu, remettreρp à sa valeur initiale ;

Fin

Plus souvent qu’autrement, le fuzzy ARTmap est utilisé pour faire du classement. Dans ce
cas, la dimensionR2 de l’espace d’entrée du module ARTd correspondra au nombre de classes et
les vecteurs d’entréed seront restreints̀a des ensembles non flous, c’est-à-direà des vecteurs dont
une des composantes est 1, et toutes les autres sont 0 (coins de l’hypercube). Les taux de vigilance
et d’apprentissage serontηd = ρd = 1 de manìereà ce que les vecteurs de sorties désiŕes soient
appris par cœur et instantanément. Autrement dit, le module ARTd ne sert presqu’à rien dans ce
cas, sinoǹa produire un indice de classe. De son côté, le module ARTp contiendra au moins autant
de neurones qu’il y a de classes, mais typiquement de 4à 10 fois plus, pour pouvoir créer des
frontières de d́ecision complexes forḿees de plusieurs hyper-rectangles entrelacés. Les param̀etres
du module ARTp seront fix́es de manìereà ce que celui-ci puisse bien modéliser son espace des
stimuli. On emploiera un taux d’apprentissageélev́e (ηp = 1) si les donńees sont peu bruitées, et un
taux plus faible (p.ex.ηp = 0.5) en pŕesence de bruit. Le taux de vigilance sera d’autant plusélev́e
que l’on cherchèa classer correctement toutes les données. Mais gare au sur-apprentissage !À la
limite, siρp = 1 on apprendra litt́eralement par cœur toutes les données mais la ǵeńeralisation sera
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TAB . 9.1 –Valeurs sugǵerées pour les param̀etres du fuzzy ARTmap dans un contexte de classe-
ment.

Param̀etres Intervalles valeurs sugǵeŕees

taux de śelection ]0,∞[
αp = 0.01
αd = 0.01

taux d’apprentissage ]0, 1]
0.5 ≤ ηp ≤ 1

ηd = 1
ηpd = 1

taux de vigilance [0, 1]
0.5 ≤ ρp ≤ 0.9

ρd = 1
ρpd = 1

TAB . 9.2 –Valeurs sugǵerées pour les param̀etres du fuzzy ARTmap dans un contexte d’approxi-
mation de fonction.

Param̀etres Intervalles valeurs sugǵeŕees

taux de śelection ]0,∞[
αp = 0.01
αd = 0.01

taux d’apprentissage ]0, 1]
0.5 ≤ ηp ≤ 1
0.5 ≤ ηd ≤ 1

ηpd = 1

taux de vigilance [0, 1]
0.5 ≤ ρp ≤ 0.9
0.5 ≤ ρp ≤ 0.9

ρpd = 1

catastrophique en présence de bruit. Une valeur comprise dans l’intervalle0.5 ≥ ρp ≥ 0.9 produit
géńeralement de bons résultats. Finalement, le taux d’apprentissage du champ associatifFpd est
souvent fix́e à ηpd = 1 pour apprendre instantanément les bonnes associations de catégorie. Dans
ce cas, la valeur du taux de vigilanceρpd n’a pas d’importance (on la fixe doncà 1). En conclusion,
le tableau 9.1 donne des valeurs suggéŕees pour les param̀etres du fuzzy ARTmap dans un contexte
de classement.

Dans un contexte d’approximation de fonction, le rôle du module ARTd prend toute son impor-
tance. C’est lui qui produira des catégories de valeurs pour la fonction que l’on tente de modéliser.
Pour une fonction scalaire, nous auronsR2 = 1. Pour une fonction vectorielle, nous auronsR2 > 1.
En variant la vigilanceρd nous pourrons varier la précision de l’approximation.̀A la limite, en
fixant ρd = 1, nous pourrons apprendre par cœur toutes les valeurs ayant servià l’apprentissage.
Il faut donc prendre garde au sur-apprentissage et limiter ce paramètreà la plage0.5 ≤ ηd ≤ 0.9,
tout comme pour la vigilance du module ARTp. En ce qui concerne les paramètres du module
Fpd, il sont souvent fix́es à ηpd = ρpd = 1, tout comme dans le contexte de classement. Le ta-
bleau 9.2 ŕesume les valeurs suggéŕees pour les param̀etres du fuzzy ARTmap dans un contexte
d’approximation de fonction.

Mentionnons finalement que, dans un contexte d’approximation de fonction, contrairementà
celui d’un probl̀eme de classement où la sortieapd du ŕeseau fuzzy ARTmap indique directement
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l’indice j de la classe associée au stimulus d’entrée, la valeur de la fonction recherchée doitêtre
extraite du module ARTd en allant chercher le vecteur de poidsjw

d = [x yc]T assocíe à cet indice
de classe et en calculant le centre(x + y)/2 de sa ŕegion.



Chapitre 10

ACP et apprentissage hebbien

L’analyse en composantes principales (ACP) est une méthode d’analyse des données qui per-
met de ŕeduire la dimension d’un espace d’entrée en ne retenant que les axes où la variance est im-
portante. Soit un ensemble deQ vecteurs{p1,p2, . . . ,pQ} définis dans<n. Ces vecteurs forment
un nuage de points dans un espaceà n dimensions. En choisissant de nouvelles bases, on désire
repŕesenter ces vecteurs dans<m, avecm < n tout en minimisant la perte d’information.

Shannon d́efinit l’information contenu dans une variable aléatoireX = {x1, x2, . . . , xN} à
partir de son entropieH(X) :

H(X) = −
N∑

k=1

Pr(xk) log[Pr(xk)] = −E[log(Pr(xk))] (10.1)

où Pr(xk) désigne la probabilit́e de rencontrer lakème réalisation deX et E repŕesente l’esṕerance
math́ematique. L’entropie nous dit que plus unxk poss̀ede une probabilité élev́ee, moins il contient
d’information.À la limite, lorsque la variable devient déterministe, c’est-̀a-dire lorsque Pr(xk) → 1
pour un certaink et que, par conśequent, Pr(xj) → 0 pour∀j 6= k, alors l’entropie tend vers 0.
Cette d́efinition suppose cependant que nous connaissions a priori la loi de densité de nos variables
aléatoires ce qui, dans la pratique, n’est pas toujours le cas. Cependant, si l’on suppose qu’elles
obéissent̀a des lois gaussiennes1 :

Pr(x) =
1√
2π σ

exp

[
−(x− µ)2

2σ2

]
, (10.2)

où µ repŕesente la moyenne etσ2 la variance, alors l’entropie devient :

H(x) = E
[
1

2
log(2πσ2)

]
+

1

2
E

[(
x− µ

σ

)2
]

=
1

2
log(2πσ2), (10.3)

et l’on observe qu’elle ne d́epend plus que de la variance. Par conséquent, dans le cas de distribu-
tions gaussiennes, on peut conclure que la variance est synonyme d’information.

1Notez bien que la loi de Gauss s’appliqueà une variable aléatoire continue. Dans ce cas, il faut remplacer la
sommation par une intégrale dans l’́equation 10.1.

103
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z1

z2

p

FIG. 10.1 –Illustration des composantes principales pour un nuage de points en deux dimensions.

Ceci nous am̀eneà d́efinir l’analyse en composantes principales en termes de la variance et
de la covariance entre les différentes composantes de nos stimuli. Intuitivement, nous recherchons
les directions dans nos nuages de points où la variance est maximale, tel qu’illustré à la figure
10.1 dans un espaceà deux dimensions, où z1 et z2 donnent l’orientation des deux composantes
principales et l’ellipse symbolise l’hypothèse de distribution gaussienne des vecteurs qui est sous-
jacentèa l’ACP.

Tout d’abord, calculons la moyennēp de nos stimuli :

p̄ =
1

Q

Q∑
k=1

pk. (10.4)

C’est le centre du nuage de points. La matrice de covarianceC de nos stimuli est donnée par :

C =
1

Q− 1

Q∑
k=1

(pk − p̄)(pk − p̄)T =



σ2
11 σ2

12 · · · σ2
1n

σ2
21 σ2

22 · · · σ2
2n

...
...

.. .
...

σ2
n1 σ2

n2 · · · σ2
nn

 (10.5)

où σ2
ij repŕesente la covariance entre les composantesi et j de nos stimuli, etn est leur dimension.

Une matrice de covariance est toujours symétrique et positive d́efinie (valeurs propres réelles et
positives).

Pour trouver les composantes principales de nos données, il s’agit de d́eterminer les valeurs
et les vecteurs propres de la matriceC (voir section 3.2.3). Les vecteurs propres deC définissent
dans<n les orientations des composantes principales de nos stimuli lorsque l’origine de l’espace
vectoriel est d́eplaće enp̄. Les valeurs propres, quantà elles, repŕesentent l’importance de chacune
de ces composantes. Elles correspondent aux variances des données lorsque projetées dans chacune
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de ces orientations. Soit la matriceZ dont les colonnes contiennent lesn vecteurs propres deC :

Z = [z1 z2 · · · zn]. (10.6)

Alors Z est une matrice de rotation etp′
k = Z−1(pk − p̄) = ZT (pk − p̄) repŕesente le stimuluspk

apr̀es translation et rotation des axes dans la direction des composantes principales. Si l’on calcule
la matrice de covarianceC′ desp′

k, on obtient alors une matrice diagonaleΛ dont leséléments
correspondent aux valeurs propres deC :

Λ =


λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · λn

 . (10.7)

Sans perte de géńeralit́e, supposons que les vecteurs propreszi sont tríes en ordre d́ecroissant
de leur valeur propre :λi ≥ λi+1, i = 1, . . . , n − 1, alors l’analyse en composante principale
consistèa choisir lesm premiers vecteurs propres associés aux plus grandes valeurs propres, c’est-
à-dire ceux qui maximisent la variance. Pour réduire la dimension de l’espace de représentation de
nos stimuli, il suffit donc de construire la matriceW suivante :

W = [z1 z2 . . . zm], m < n (10.8)

et de s’en servir pour projeter lespk den dimension enp′
k àm dimension :

p′
k = WT (pk − p̄), k = 1, . . . , Q. (10.9)

La proportion de la variance despk contenue dans lesp′
k se mesure habituellement par le ratio :∑m

i=1 λi∑n
i=1 λi

> τ, (10.10)

que l’on peut contraindre, par exemple, auxm composantes principales qui expliquent au moins
τ > 95% de la variance des stimuli d’origine. La trace

∑n
i=1 λi de la matriceΛ sert icià mesurer la

variance globale des stimuli d’apprentissage. Il s’agit d’une mesure de volume, ou d’hyper-volume,
tout comme la norme est une mesure de longueur. Une autre mesure de volume pour un nuage de
points consistèa calculer le d́eterminant de la matrice de covariance. Ainsi, on pourraitégalement
choisir nosm composantes de la façon suivante :∏m

i=1 λi∏n
i=1 λi

> τ, (10.11)

Mentionnons finalement qu’on peut aussi utiliser les valeurs propres de l’analyse en compo-
santes principales pour effectuer un blanchiment de nos stimuli en effectuant l’opération suivante :

p′′
k = Λ−1/2

m p′
k, k = 1, . . . , Q, (10.12)

où Λm repŕesente la matrice diagonale desm premìeres composantes deΛ :

Λm =


λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · λm

 , (10.13)

ce qui engendre une matrice de covariance unitaire pour lesp′′
k.
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10.1 R̀egle de Hebb

L’apprentissage par la règle de Hebb (voir section 4.2) exprime la variation de poids en fonc-
tion de la corŕelation entre l’entŕeep et la sortiea d’un neurone :

∆w = η p a. (10.14)

Cette r̀egle nous dit que plus la réponse du neurone sera forte vis-à-vis d’un stimulus, plus la
variation de poids sera grande.

Dans le cas d’un neurone linéaire, nous avons la relationa = wTp = pTw. En interpŕetantw
comme une direction dans l’espace des stimuli et en supposant que les stimuli d’entrée sont centrés
sur leur moyenne2, on peut se cŕeer l’indice de performanceF suivant :

F = a2 = (wTp)(pTw), (10.15)

visantà maximiser la variance. Pour un module||w|| fixé, on obtient une espéranceE(F ) :

E[F ] = E[(wTp)(pTw)] = wT E[ppT ]w = wT Cw (10.16)

qui dépend de l’orientation dew et de la matrice de covarianceC des stimuli. Clairement, on
constate queF sera maximum lorsquew sera orient́e dans la direction de la composante principale
deC.

Le probl̀eme majeur avec cette formulation de la règle de Hebb est que celle-ci est instable.
Le module dew aura tendancèa crôıtre sans cesse et l’approche diverge presque toujours. Une
solution consistèa normaliserw :

w(t + 1) =
w(t) + η p a

||w(t) + η p a||
(10.17)

10.2 R̀egle de Oja

Une autre solution consisteà adopter une approximation de l’équation 10.17, nomḿee«règle
de Oja»3 :

∆w = η a(p− aw) = η(ap− a2 w) (10.18)

Pour voir que cette règle poss̀ede bien le potentiel de trouver la composante principale des stimuli,
il suffit de calculer l’esṕerance de la variation des poids :

E(∆w) = E[η(ap− a2w)] (10.19)

= η E[p(pTw)− (wTp)(pTw)w] (10.20)

= η E[(ppT )w −wT (ppT )ww] (10.21)

= η (Cw −wTCww) (10.22)

2Si ce n’est pas le cas, il suffit de le faireà l’aide de l’́equation 10.4.
3E. Oja,«A Simplified Neuron Model as a Principal Component Analyser», Journal of Mathematical Biology,

vol. 15, p. 239-245, 1982.
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FIG. 10.2 –Réseau permettant d’effectuer une analyse enS composantes principales.

Après convergence, on obtientE(∆w) −→ 0 et :

Cw = (wTCw)w = λw (10.23)

ce qui nous indique, par définition (voir section 3.2.3), queλ = wTCw est une valeur propre
deC et w le vecteur propre qui lui est associé. Finalement, en substituant l’équation 10.23 dans
l’expression deλ, on obtient :

λ = λwTw = λ ||w||2, (10.24)

où ||w|| est la norme euclidienne dew. Ceci implique que la norme de ce vecteur est unitaire, du
moins une fois la convergence atteinte. On peut aussi montrer non seulement que cette convergence
est assuŕee, mais que le vecteur propre obtenu sera associé à la plus grande valeur propre deC, car
seule celle-ci est stable.

10.3 R̀egle de Sanger

La règle de Oja nous permet de trouver la composante principale de nos stimuli. L’étape
suivante consistèa trouver le moyen de déterminer les autres composantes en utilisant une couche
de neurones lińeaires commèa la figure 10.2. Un tel réseau permet de réduire la dimension de
l’espace des entrées, deR dimensions̀aS dimensions (S < R). La matriceW = {wi,j} repŕesente
les poidswi,j des connexions reliant les neuronesi aux composantesj des stimuli d’entŕee. La
règle suivante, dite«règle de Sanger»4, ou encore«Algorithme de Hebb ǵeńeraliśe», est une
géńeralisation de la r̀egle de Oja :

∆iw = η

[
ai p− ai

i∑
k=1

ak kw

]
, i = 1, . . . , S. (10.25)

4T. Sanger,«Optimal Unsupervised Learning in a Single Layer Linear Feedforward Neural Network», Neural
Networks, vol. 12, p. 459-473, 1989.
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En effet, dans le cas où S = 1, on retombe sur l’́equation 10.18 :

∆1w = η

[
a1 p− a1

1∑
k=1

a1 1w

]
= η

[
a1 p− a2

1 1w
]

(10.26)

Pour mieux visualiser l’́equation 10.25, on peut la réécrire de la façon suivante :

∆iw = η ai [p
′ − ai iw] , i = 1, . . . , S, (10.27)

où p′ est une version modifíee du stimulusp :

p′ = p−
i−1∑
k=1

ak kw. (10.28)

qui dépend de l’indicei du neurone. Pour le premier neurone,i = 1, on obtient doncp′ = p. Dans
ce cas, la formule ǵeńeraliśee se ŕeduità la r̀egle de Oja, et l’on sait que ce neurone recherchera la
composante principale dans les stimuli.

Pour le deuxìeme neurone de la couche,i = 2, on obtient :

p′ = p− a1 1w. (10.29)

Sous l’hypoth̀ese que le premier neurone a déjà converǵe, on voit que l’on se trouvèa retrancher
de p une fractiona1 de la composante principale des stimuli. Ceci ressembleétrangement̀a la
proćedure d’orthogonalisation de Gram-Schmidt (voir section 3.1.5). Le second neurone cherchera
donc la composante principale desp′, c’est-̀a-dire la seconde composante principale desp. Et ainsi
de suite pour les autres neurones qui chercheront dans un espace réduit desi − 1 composantes
principales pŕećedentes.

Dans la pratique, contrairementà ce qu’on laisse entendre ci-dessus, tous les neurones tendent
à converger simultańement. Ńeanmoins, la convergence définitive d’un neuronei dépendant de
celle du neuronei− 1, les poidsiw se stabiliseront dans l’ordre croissant de leur indice. Le temps
total d’apprentissage sera cependant inférieurà ce qui serait ńecessaire pour un apprentissage in-
dividuel des neurones.

En notation matricielle, la règle de Hebb ǵeńeraliśee permettant de faire une analyse enS
composantes principales s’exprime de la façon suivante :

∆W(t) = η
(
apT − LT[a aT ]W(t)

)
, (10.30)

où LT[.] désigne un oṕerateur matriciel qui met̀a źero tous leśeléments de son argument au dessus
de la diagonale.

10.4 Apprentissage de Hebb supervisé

Nous terminons ce chapitre avec la version supervisée de l’apprentissage de Hebb où l’on
remplace la sortiea du ŕeseau par la sortie désiŕeed :

∆W(t) = d(t)p(t)T (10.31)
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et òu l’on fixe le taux d’apprentissageη = 1. En supposant que la matrice de poidsW est initialiśee
à 0, on obtient :

W = d1p
T
1 + d2p

T
2 + · · ·+ dQpT

Q =
Q∑

q=1

dqp
T
q (10.32)

apr̀es la pŕesentation desQ paires(pq,dq) d’apprentissage. En notation matricielle, on obtient :

W = [d1 d2 · · ·dQ]


pT

1

pT
2

...

pT
Q

 = DPT , (10.33)

avecD = [d1 d2 · · ·dQ] etP = [p1 p2 · · ·pQ].

L’ équation 10.33 permet de construire ce qu’on appelle une mémoire associative lińeaire. Elle
permet d’apprendrèa mémoriserQ associations entre un stimuluspq et une ŕeponsedq. Supposons
d’abord que tous les stimuli sont orthogonaux et normalisés (longueur unitaire). Alors, la réponse
de cette ḿemoireà l’un d’entre eux, par exemplepk, sera :

a = Wpk =

 Q∑
q=1

dqp
T
q

 pk =
Q∑

q=1

dq

(
pT

q pk

)
. (10.34)

Or, puisque tous les stimuli sont orthogonaux et normalisés, on a :

(
pT

q pk

)
=

{
1 si q = k
0 autrement

, (10.35)

et a = dk. La réponse pour un stimulus d’apprentissage est donc la sortie désiŕee qui lui est
assocíee, à condition que les stimuli soient orthonormaux. Dans le cas où ils ne seraient plus
orthogonaux (mais toujours normalisés), on obtiendrais :

a = Wpk = dk +
∑
q 6=k

dq

(
pT

q pk

)
, (10.36)

où la somme ci-dessus représente un terme d’erreur par rapportà la ŕeponse d́esiŕee, engendré par
la non orthogonalit́e des stimuli.

10.4.1 R̀egle de la matrice pseudo-inverse

De nouveau, nous constatons que la règle de Hebb seule n’est pas suffisante pour produire le
résultat souhaité dans le cas ǵeńeral,à savoir :

Wpq = dq, q = 1, . . . , Q. (10.37)

Une ḿethode pour y arriver consisteà d’abord d́efinir un indice de performanceF quadratiquèa
minimiser, semblablèa ce que nous avons utilisé pour le perceptron (voir chapitre 5) :

F (W) = ||D−WP||2, (10.38)
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FIG. 10.3 –Réseau auto-associatif pour la reconnaissance de chiffres.

où D −WP est la forme matricielle de l’équation 10.37. Nous avons déjà d́emontŕe à la section
préćedente queF (W) = 0 lorsque les stimuli d’apprentissage sont orthonormaux. Ensuite, pour
minimiser l’équation 10.38 dans le cas géńeral, il faudrait queD −WP → 0 et donc queW =
DP−1. Or, la matriceP n’est ǵeńeralement pas carrée (sauf siP = Q) et ne peut donc paŝetre
inverśee. Pour contourner cette difficulté, il faut faire appel̀a la matrice pseudo-inverseP+ de
Moore-Penrose d́efinie par :

P+ = (PTP)−1PT (10.39)

À condition que les stimuli deP soient ind́ependants, la matrice(PTP) peut toujourŝetre inverśee
et on obtient :

P+P = (PTP)−1PTP

= (PTP)−1(PTP)

= I. (10.40)

Ainsi, en fixant :
W = DP+, (10.41)

on obtient la r̀egle dite de la«matrice pseudo-inverse» pour construire notre ḿemoire associative
linéaire. Contrairementà celle de l’́equation 10.33, cette règle produira toujours la réponse d́esiŕee
pour n’importe quel stimulus qui a servià l’apprentissage. Pour un stimulus n’ayant pas servià
l’apprentissage, elle produira une réponse d’autant plus proche de celle d’un stimulus d’apprentis-
sage que ce premier est proche de ce dernier.

10.4.2 Exemple d’auto-association

La figure 10.3 illustre un ŕeseau auto-associatif permettant d’apprendreà reconnâıtre des
chiffres repŕesent́es par une matrice binaire de5 × 6 pixels (voir figure 10.4). Pour entraı̂ner
un tel ŕeseau, il suffit de construire des stimuli et des réponses d́esiŕees en assemblant des vecteurs
de bitsà partir de la concaténation des lignes de pixels. Après entrâınement avec l’́equation 10.41,
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FIG. 10.4 –Prototypes pour l’apprentissage auto-associatif des chiffres«0», «1» et«2».

(a) (b) (c)

FIG. 10.5 –Exemples de réponses du réseau auto-associatif de la figure 10.3 pour des stimuli
dégrad́es ou bruit́es : (a) chiffres 0 ; (b) chiffres 1 ; et (c) chiffres 2.

dans une certaine mesure, le réseau sera capable de produire en sortie des chiffres complets même
si les stimuli d’entŕee sont incomplets ou bruités. Par exemple, retirer la moitié inférieure des pixels
des chiffres n’affecte aucunement la sortie du réseau, comme le montre la figure 10.5 (première
ligne). Par contre, si l’on retire davantage de pixels (67% des pixels ; voir seconde ligne de la fi-
gure), alors seul le«1» est reconnu correctement. Dans le cas du«0», le réseau ne produit rien de
coh́erent alors que pour le«2», il produit un«1». Finalement, si l’on bruite les stimuli de nos trois
chiffres (troisìeme ligne de la figure), on constate que le réseau n’a aucun problèmeà reconstruire
les ŕeponses d́esiŕees. Ceci illustre bien la robustesse d’une mémoire associative lińeaire.
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Chapitre 11

Réseau RBF

Dans ce chapitre, nous allonsétudier les ŕeseaux dits̀a «fonction de base radiale»1. Nous
avons vu au chapitre 5 qu’il est possible d’approximer n’importe quelle fonctionà l’aide d’un per-
ceptron en int́egrant une couche cachée de neurones sigmoı̈des et une couche de sortie de neurones
linéaires, commèa la figure 5.10 (page 50). Dans ce cas, on obtient les sorties suivantes pour le
réseau :

a2 = purelin(W2a1 − b2) = W2a1 − b2 (11.1)

Simplifions ce ŕeseau au cas d’un seul neurone de sortie (S2 = 1), posonsa2 = f̂ et annulons les
biais de la couche de sortie pour simplifier (b2 = 0). On obtient alors :

f̂ = W2a1 =
S1∑
j=1

w1,j a1
j , (11.2)

où a1 = [a1
1 a1

2 . . . a1
S1 ]T correspond aux sorties des neurones de la couche cachée, etw1,j au poids

qui relie le neurone caché j à la sortie unique de notre réseau. En interprétant lesa1
j comme des

bases (voir section 3.1.2), on remarque immédiatement que l’équation 11.2 permet d’approximer
la fonctionf à l’aide d’une combinaison lińeaire de celles-ci. La problématique de l’apprentissage
d’un tel perceptron consiste, premièrement,̀a trouver des bases adéquates pour effectuer l’approxi-
mation recherch́ee et, deuxìemement,̀a trouver les bon coefficients de la combinaison linéaire. Les
bases engendrées par la couche cachée du ŕeseau sont en fait des fonctions sigmoı̈des que l’on po-
sitionne dans l’espace des entrées. Des travaux théoriques ont montré qu’un tel perceptron possède
la propríet́e d’approximation universelle, c’est-à-dire qu’il peut approximer n’importe quelle fonc-
tion avec une pŕecision arbitraire,̀a condition de disposer de suffisamment de neurones sur sa
couche cach́ee.

Mais les neurones sigmoı̈des ne sont pas les seulsà posśeder cette capacité d’approximation
universelle. De nombreuses autres fonctions la possède aussi, dont les fonctions radiales qu’uti-
lisent les ŕeseaux RBF. Il est important de se rappeler qu’un neurone sigmoı̈de agit partout dans
son espace d’entrée. Il passe une frontière de d́ecision lińeaire qui traverse l’espace de bord en
bord. En ce sens, lorsqu’un un stimulus est présent́e à la couche cach́ee d’un perceptron multi-
couche, tous les neurones de cette dernière peuvent contribuerà produire la ŕeponse du ŕeseau. Ils

1En anglais :«Radial Basis Function» (RBF).
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FIG. 11.1 –Réseau RBF avec fonctions radiales gaussiennes.

travaillent globalement. Ceci explique entre autres pourquoi on ne peut pas utiliser une perceptron
multicouche pour faire de l’apprentissage incrémental, comme on peut le faire avec un réseau ART,
par exemple.

Contrairement aux neurones sigmoı̈des, les neurones«radiaux» travaillent localement dans
l’espace des entrées. C’est la principale particularité des ŕeseaux RBF. Plusieurs fonctions radiales
peuvent̂etre utiliśees, mais la plus courante est une fonctionφ de type gaussienne multivariée :

φ(x) = exp

(
−(x− iw)T Σ−1(x− iw)

2

)
, (11.3)

où Σ désigne une matrice de covariance que l’on pose plus souvent qu’autrementégaleàσ2I et òu
iw désigne la position (le centre) du neurone radial dans son espace d’entrée. Ainsi, la ŕeponsèa
un stimulusp dépend d’un voisinage autour du centre, dont la varianceσ2 estégale dans toutes les
directions, avec une décroissance exponentielle qui dépend du carré de la distance entre le stimulus
et le centre :

φ(x) = exp

(
−(x− iw)T (x− iw)

2σ2

)
= exp

(
−||x− iw||2

2σ2

)
, (11.4)

où || · || désigne la norme euclienne. Un réseau RBF peut alors approximer une fonctionf avec
l’expression suivante :

f̂(p) =
S1∑
j=1

w2
1,j φj(p) (11.5)

où w2
1,j est le poids de la deuxième couche qui relie le neuronej de la premìere couche au neurone

de sortie 1,S1 est le nombre de neurones sur la première couche etφj(p) est la fonction radiale
assocíe au neuronej de cette dernière. Dans le cas vectoriel où l’on désire plusieurs sorties, on
obtient l’expression suivante :

f̂(p) = W2 Φ(p) (11.6)

où Φ = [φ1 φ2, . . . , φS1 ]T dont le ŕeseaúequivalent est illustŕe à la figure 11.1.
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11.1 Entrâınement d’un réseau RBF

Pour entrâıner le ŕeseau RBF, on peut utiliser plusieurs stratégies. La première consistèa op-
timiser simultańement tous les param̀etres du ŕeseau, par exemple, en utilisant la rétropropagation
des erreurs. Il s’agit de la position des centres des fonctions radiales, de leur variance et, fina-
lement, des poids de la couche linéaire de sortie. Malheureusement, cette approche comportent
certaines difficult́es líeesà la nature tr̀es diff́erente de ces deux couches et de leur dynamique
de convergence. La première couche, constituée de neurones non linéaires agissant localement
dans l’espace des entrées, a plut̂ot tendancèa converger lentement, alors que la seconde, avec ses
neurones lińeaires, converge géńeralement tr̀es rapidement. Ces dynamiques très diff́erentes pro-
voquent souvent une stagnation de l’apprentissage autour d’un minimum local parfois trèséloigńe
de l’optimum global.

Ce qu’il importe de remarquer ici est que les deux couches du réseau RBF ŕealisent des
fonctions distinctes. En ce sens, on peut très bien proćederà leur apprentissage en deuxétapes
également distinctes. La première consistant̀a estimer la position des centres des neurones radiaux
puisà estimer leur variance, et la deuxièmeà estimer les poids de la couche linéaire.

Une premìere alternative pour le positionnement des centres consiste simplementà les distri-
buer uniforḿement dans l’espace des entrées. Cette solution comporte cependant des limitations
évidentes, tout particulièrement lorsque cet espace d’entrée est de grande dimension.

Une seconde alternative est de fixer les centres sur certains stimulipk choisis aĺeatoirement
parmi l’ensemble des données d’apprentissage. Dans ce cas, on peut imposer comme fonction
radiale une gaussienne isotrope normalisée et centŕees suriw1 = pk :

φi(p) = exp

(
− S1

δ2
max

||p− iw
1||2

)
, (11.7)

où S1 correspond au nombre total de neurones radiaux,δ2
max au carŕe de la distance maximum

entre leurs centres etiw
1 à la position de ces derniers. Ce choix de fonction radiale entraı̂ne un

écart type fixe deσ = δmax/
√

2S1 pour tous les neurones. Il permet de garantir des fonctions
radiales ni trop pointues ni trop aplaties, ces deux extrêmesétantà éviter autant que possible. Il
ne reste plus qu’à estimer les poids de la couche linéaire en utilisant, par exemple, la règle de la
matrice pseudo-inverse (voir section 10.4.1) :

W2 = DP+ (11.8)

où D = [d1 d2 · · ·dQ] est la matrice des réponses d́esiŕees pour le ŕeseau,P = [Φ1 Φ2 · · ·ΦQ] est
la matrice des ŕeponses de la couche radiale etP+ la matrice pseudo-inverse deP.

Finalement, une troisième alternative consistèa positionner les centres des neurones radiaux
à l’aide de l’une ou l’autre des ḿethodes d’apprentissage non supervisé étudíees aux chapitres 6̀a
9 (núees dynamiques, Kohonen, GNG ou Fuzzy ART). Une fois les centres positionnés, il ne reste
plus qu’̀a estimer lesσi en utilisant, par exemple, la partition (floue ou non floue ; voir chapitre
6) des stimuli engendrée par le processus compétitif des neurones, puis̀a estimer les poids de
la couche lińeaireà l’aide d’une ḿethode superviśee comme la r̀egle LMS (voir section 5.2) ou,
comme ci-dessus, celle de la matrice pseudo-inverse.
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En conclusion, mentionnons que la principale difficulté des ŕeseaux RBF concerne la question
du nombre de neurones radiauxà utiliser pour une application donnée. A priori, il n’existe pas de
méthode pour fixer leur nombre, et cette architecture souffre de façon particulièrement aigüe de
ce qu’on appelle la«maĺediction de la dimension»2, à savoir l’augmentation exponentielle du
nombre de neurones cachés requis en fonction de la dimensionR de l’espace d’entrée. LorsqueR
est grand, une façon d’atténuer ce problème consistèa remplacer les hyper-sphères qui ŕesultent
de l’imposition d’une variance fixe par des hyper-ellipses où la matrice de covariance n’est plus
contrainte. On peut ainsi réduire le nombre de neuronesà positionner au d́etriment du nombre de
param̀etresà estimer.

2En anglais :«curse of dimensionality».
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